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Streszczenie

Przedmiotem rozprawy jest przedstawienie wynikéw prac badawczych zwigzanych z
rozwojem modeli 1 algorytmow wielokryterialnej optymalizacji dla efektywnego
1 sprawiedliwego rozdzialu zasobow. Zadania optymalizacyjne opisane w pracy dotycza
problemoéw rozdzialu ograniczonych zasobdéw (jednego lub wigcej) pomiedzy konkurujace
procesy (aktywnosci, ustugi, uzytkownikéw, agentow) tak, aby osiagnaé najlepsza wydajnosé¢
systemu jako cato$ci, przy jednoczesnym zaspokojeniu potrzeb poszczegélnych procesow, ze
szczegdlnym uwzglednieniem najbardziej dyskryminowanych. Obok efektywnosci catego
systemu, istotnym czynnikiem oceny rozdzialu zasobdéw jest minimalizacja nierdwnosci
(rozbieznosci). Oznacza to sprawiedliwe (bezstronne i réwne) traktowanie wszystkich
konkurujacych procesow. W rzeczywisto$ci napotykanych jest wiele obszarow, gdzie
kryterium sprawiedliwosci jest jednym z czynnikow determinujgcym ocene. Bardzo istotng
grupg rozproszonych systemow wymagajacych efektywnego i1 sprawiedliwego rozdzialu
zasobow sg sieci telekomunikacyjne. Na tym przykladzie, w pracy zostaly opisane wyniki
dzialania nowo opracowanych algorytméw optymalizacji sprawiedliwej. W kolejnych
rozdziatach doktadnie opisano modele w postaci matematycznej pozwalajacej na
implementacje ich wedlug regul programowania liniowego. Dokonano szeregu poréwnan
wynikow uzyskanych przy wykorzystaniu dobrze znanych metod optymalizacji sprawiedliwe;j
takich jak metoda uporzadkowanych $rednich wazonych, metoda punktu odniesienia czy
maksymalizacji leksykograficznej z opracowanymi modelami ilorazowymi, ktére stanowig
gtowny efekt badan. Do oceny badanych metod zostalty wybrane zarowno klasyczne miary
nierownos$ci wykorzystywane w statystyce, takie jak odchylenie standardowe, rozrzut, jak i
miary sprawiedliwo$ci znajdujace zastosowanie w problemach sieciowych, do ktérych zaliczy¢
nalezy wspotczynnik Giniego oraz Jaina. W dalszej czg$ci pracy poruszony zostal réwniez
problem niespdjnosci sieci duzych rozmiarow, bazujgcej na danych rzeczywistych. W tym celu
zaproponowane zostaty dwa podejscia do wstepnego przetworzenia danych wejsciowych przy
wykorzystaniu interfejsu graficznego pozwalajacego na wybdr zestawu weztow sieci oraz
przedstawienie otrzymanego wyniku w postaci topologii, zawierajgcej potaczenia rzeczywiste

oraz pomocnicze, ktore zostaty wygenerowane w celu zapewnienia spojnosci sieci.

Stowa kluczowe: Modele wielokryterialne, Optymalizacja liniowa, Sprawiedliwos¢,

Rozmieszczenie zasobow ograniczonych, Wymiarowanie sieci
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Abstract

The results of research works related to the development of models and algorithms of
mult-criteria optimization for effective and fair distribution of resources are presented. The
optimization tasks described in the paper concern the problems of allocating limited resources
(one or more) between competing processes (activities, services, users, agents) so as to achieve
the best performance of the system as a whole, while meeting the needs of individual processes,
with particular emphasis on those most discriminated. In addition to the effectiveness of the
entire system, an important factor in assessing the allocation of resources is the minimization
of inequalities (discrepancies). This means fair (impartial and equal) treatment of all competing
processes. In fact, many areas are encountered where the fairness criterion is an important
evaluation criterion. Telecommunications networks are a very important group of distributed
systems requiring efficient and fair distribution of resources. On this example, the thesis
describes the results of newly developed equitable optimization algorithms. The following
chapters describe in detail the models in a mathematical form that allows their implementation
according to the principles of linear programming. A series of comparisons of the results
obtained with the use of well-known methods of equitable optimization, such as the method of
ordered weighted means, the method of reference point or lexicographic maximization, were
made with the developed ratio models, which constitute the main effect of the research. For the
evaluation of the tested methods, both classical measures of inequality used in statistics, such
as standard deviation, dispersion, and measures of equity applicable to network problems,
which include the Gini and Jain coefficients, were selected. In the further part of the work, the
problem of the inconsistency of large networks based on real data was also discussed. For this
purpose, two approaches to pre-processing the input data with the use of a graphical interface
allowing the selection of a set of network nodes and the presentation of the obtained result in
the form of a topology containing real and auxiliary connections that have been generated to

ensure network coherence have been proposed.

Keywords: Multicriteria, Linear optimization, Fairness, Resource allocation, Network
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I Wstep

Przedmiotem rozprawy sa modele ialgorytmy wielokryterialnej optymalizacji dla
efektywnego i sprawiedliwego rozdziatu zasobéw w ztozonych systemach obstugujacych wiele
zapotrzebowan. Zagadnienia rozdzialu zasobow dotycza decyzji rozdzialu ograniczonego
zasobu (lub wielu réznych zasobdéw) pomiedzy konkurujgce procesy (aktywnosci, ushugi,
uzytkownikéw, agentéw) tak, aby osiggnac najlepsze dziatanie odpowiedniego systemu jako
catosci 1jednocze$nie maksymalne zaspokojenie potrzeb poszczegélnych procesow. Obok
efektywnosci catego systemu, istotnym czynnikiem oceny rozdzialu zasobow jest tez
minimalizacja nierownos$ci (rozbieznosci) pomiedzy wynikami przydzialu dla realizacji
poszczegbdlnych procesow. Oznacza to sprawiedliwe, czyli bezstronne i1 réwne traktowanie
wszystkich konkurujacych procesow (ang. fairness, equity). W ztozonych systemach rozdziat
posiadanych zasobow nie musi bezposrednio dotyczy¢ koncowych uzytkownikéw (proceséw)
lecz moze dotyczy¢ elementow systemu, ktoérych dziatanie ma wptyw na poziom obshlugi

poszczegbdlnych uzytkownikow [1].

Rozpatrywane w pracy problemy optymalizacyjne ze szczegdlnym uwzglednieniem
sprawiedliwos$ci rozwigzania maja swoje odzwierciedlenie w zagadnieniach dotyczacych
alokacji ograniczonych zasobow na zadane zapotrzebowania, ktore przynosza okreslony zysk.
Przy réznych wartosciach zyskow zwigzanych z alokacja jednostek zasobdéw w naturalny
sposob wystepuje rywalizacja miedzy wybranymi zapotrzebowaniami [2]. Oznacza to, ze
w przypadku uzyskania rozwigzania optymalnego w sensie Pareto, kazda kolejna zmiana
decyzji dotyczaca zwigkszenia przydziatu zasobow do wybranego zapotrzebowania bedzie
wigzata si¢ ze zmniejszeniem przydzialu w co najmniej jednym innym zapotrzebowaniu.
W og6lnym sformutowaniu, mozna tego typu zadania rozumie¢ jako problemy rozdziatu
zasobow ograniczonych (RZO) do zadanego zbioru zapotrzebowan. Szczegdlng grupa
problemow  decyzyjnych nalezacych do tej grupy jest wymiarowanie sieci
telekomunikacyjnych. Jest to grupa probleméw optymalizacyjnych charakteryzujaca si¢
specyficznymi ograniczeniami opisujacymi przeptyw ruchu pomiedzy weztami sieci. Oprocz
podstawowych zatozen umozliwiajacych prosty przeptyw pakietow w sieci w zalezno$ci od
przyjetych preferencji decydenta, w problemie sieciowym celem jest rozdzial zasobu
ograniczonego, jakim jest warto$¢ obcigzenia lub rezerwa przepustowosci na zadanej $ciezce.
Sciezka jest rozumiana jako ciag weztow badz tukow grafu, ktory umozliwia przeptyw migdzy

zrodlem a uj$ciem. W szczeg6lnym przypadku jedna $Sciezka moze by¢ zwigzana z jednym



zapotrzebowaniem. Najczesciej jednak zapotrzebowanie jest realizowane przez kilka Sciezek,
ktére mogag wspoldzielic ze sobg wybrane tuki badz ulega¢ rozdzielaniu. Czynnikiem
wplywajacym w glownym stopniu na jako$¢ polaczenia jest zarezerwowana dla $ciezki
przepustowos$¢. W pracy ten rozdzielony na S$ciezkach zasdb bedzie réwniez okreslany
wielko$cig obcigzenia przypisanego do danego zapotrzebowania. Przyjeto, ze na jednostke
przydzielanego na $ciezce obcigzenia lub przepustowosci przypada przychod jednostkowy.
Kazdy tuk grafu posiada roéwniez swoja pojemno$¢, ktdra nie moze zosta¢ przekroczona
w procesie wymiarowania. W modelach optymalizacji sprawiedliwej wystepuja dwa kryteria,
wplywajace na ocen¢ rozwigzania. Pierwszym kryterium jest maksymalizacja wartosci
sumarycznego przychodu zodpowiednio zwymiarowanej sieci. Drugim kryterium jest
zapewnienie rozwigzania sprawiedliwego, tj. traktujacego na réwni kazde z zapotrzebowan.
Wedlug takiego kryterium rozwigzanie, w ktérym chociaz jedna z warto$ci obcigzen na
zadanych zapotrzebowaniach jest rowna zero powinno zosta¢ uznane za niesprawiedliwe. Do
takiego przypadku moze dojs¢ w wyniku wspoldzielenia tuku, w przypadku grafow
nieskierowanych — krawedzi, przez co najmniej dwie S$ciezki realizujace dwa rozne
zapotrzebowania. Efekt ten jest bardziej widoczny, gdy pojemnosci wspotdzielonych tukow
(lub krawedzi) zostang widocznie mniejsze niz pozostatych tukow. Proces wymiarowania
majacy na celu maksymalizacje¢ przychodu z alokacji obcigzenia na zapotrzebowaniach
przydzieli cala pojemnos¢ wspoldzielonego tuku bardziej zyskownemu dyskryminujac
wszystkie mniej przychodowe. Sprawiedliwos¢ w sieci telekomunikacyjnej moze by¢
wykorzystywana na przyktad w platformach $wiadczacych ustugi streamingu mediow, takich
jak video. W przypadku duzego obcigzenia sieci, gdy z ustug chce w jednym czasie korzysta¢

wzmozona grupa osob, sprawiedliwos¢ jest bardzo istotnym kryterium optymalizacji [3].

Celem prac badawczych jest opracowanie algorytméw oraz metodyki pracy dla
problemow alokacji zasoboéw ograniczonych do zadanych zapotrzebowan. W pracy
przedstawione zostaly modyfikacje metod takich jak Model Uporzadkowanych Srednich
Wazonych (OWA, z ang. Ordered Weighted Averages) oraz Model Punktu Odniesienia (RPM,
z ang. Reference Point Method) oraz ich ocena pod katem wybranych miar réwnosci badz
nierOwnosci. Zaproponowane zostanie réwniez podejscie zwigzane z optymalizacja dwoch
kryteriow, jakimi sg: efektywno$¢ i sprawiedliwo$¢. Nowoopracowany model ilorazowy
wykorzystuje jako funkcje celu iloraz tych dwoch kryteridéw. Przez umiejetne dobranie rownan
opisujacych je mozliwe jest wyznaczenie rozwigzania, ktore jest kompromisem pomigdzy

wydajnoscig 1 sprawiedliwoscig rozwigzania. Model ilorazowy posiada w poréwnaniu do
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istniejagcych modeli jeden lub dwa parametry sterujace, co czyni go bardziej uzytecznym.
W pracy zostaly przedstawione trzy modele ilorazowe, ktére wykorzystuja wybrane miary
sprawiedliwosci ujete jako maksymalizacja lub minimalizacja funkcji kryterium. Do oceny
badanych modeli zostaly wybrane zarowno klasyczne miary nieréwnosci wykorzystywane
w statystyce, takie jak odchylenie standardowe, kurtoza, rozrzut, jak 1 miary sprawiedliwosci
znajdujace zastosowanie w problemach sieciowych, do ktérych zaliczy¢ nalezy wspotczynnik
Giniego [4], Jaina [5] oraz Hossfelda [6]. Pierwsza z wymienionych miar bazuje na odchyleniu
krzywej Lorenza od linii odpowiadajgcej uporzadkowanym wartoSciom skumulowanych
wartos$ci funkcji osiggnigcia rozkladu idealnie rownego [7]. Druga miara, wspotczynnik Jaina
jest miarg rownomiernos$ci rozktadu wartosci. W literaturze mozna znalez¢ opracowania, ktore
pozwalaja stwierdzi¢ Ze jest ona przydatna jako dobra miara sprawiedliwosci rozwigzania [8].
Waznym punktem badan jest rowniez opracowanie i zastosowanie metod pozwalajagcych na
dobre przetworzenie wstepne danych wejsciowych do zadania optymalizacji. W pracy
przedstawiono analiz¢ modeli optymalizacji sprawiedliwej testowanych na przyktadzie
topologii sieci mniej (kilkanascie, kilkadziesigt weziow) i bardziej rozbudowanych (ponad 300
000 weztow). W przypadku tych zbiorow wystepowat problem niespdjnosci sieci, ktory zostat
opisany w kolejnych rozdziatach pracy. Zrédlem danych jest biblioteka dostepna w zasobach
internet [9] oraz dane rzeczywiste zanonimizowane, pozyskane z zasobow Instytutu £.acznos$ci

— Panstwowego Instytutu Badawczego.



2 Sprawiedliwy rozdziat zasobow ograniczonych (RZO)

2.1 Pojecie  sprawiedliwo$ci,  réwnosci  w odniesieniu  do  problemow

optymalizacyjnych

Problemy decyzyjne zwigzane zrozdzial zasobow ograniczonych to grupa zadan,
ktorych celem jest rozdzielenie zasobow na konkurujace ze soba zapotrzebowania. W wielu
przypadkach rozdzial zasobow powinna odby¢ si¢ w sposob, ktory jest zjednej strony
sprawiedliwy, azdrugiej zapewnia okreslong wydajno$¢ systemu. Nalezy w takich
przypadkach zastosowa¢ modele wielokryterialne, ktore pozwalaja na otrzymanie
akceptowalnego rozwigzania. Modele jednokryterialne majace na celu jedynie maksymalizacje
wydajnosci catego systemu, wsréd ktorych wystepuja mniej lub bardziej dochodowe
zapotrzebowania, najcz¢sciej beda dyskryminowaty czgs¢ z nich. Kryterium wydajnosci bedzie
preferowato alokacje zasobdéw w taki sposob, aby sumaryczny zysk zich alokacji byt jak
najwickszy. Modele optymalizacji sprawiedliwej maja na celu jednoczesne uwzglednienie
sprawiedliwo$ci rozwigzania [10]. Takie modele traktuja w sposob szczegdlny
zapotrzebowania mniej atrakcyjne pod katem wydajnosci. Najczesciej bedzie to okupione
pewng stratg wzgledem rozwigzania jednokryterialnego, gdzie optymalizowana jest jedynie
wydajno$¢ systemu. Dla poprawnie sformutowanego modelu optymalizacji wielokryterialnej
gdzie uwzgledniana jest miara sprawiedliwos$ci oraz wydajno$¢ systemu, zawsze bedzie istniata

potrzeba znalezienia kompromisu migdzy tymi przeciwstawnymi kryteriami.

Opisujac problem bardziej doktadnie rozwazmy zbior zasobow/aktywnosci, ktére moga
by¢ mierzalne w okreslony sposob. Moga zosta¢ opisane przez odpowiednig funkcje, ktora
pozwala na poroéwnanie wynikdw ich wykorzystania do odpowiednich ustug, réowniez
okreslonych w zadaniu. Przyktadem takiego zadania jest problem alokacji zasoboéw ludzkich
na zadania, ktore sg zwigzane z prowadzonym projektem. Gtownym kryterium jako$ci, w tym
przypadku jest czas, zasobami pracownicy, natomiast uslugami zadania w projekcie.
W zadaniach alokacji czegsto funkcje umozliwiajace pordwnanie dla réznych zasobow sa
opisywane w odmienny sposob, poprzez przypisywanie im innej wagi lub charakteru
monotoniczno$ci. Na przyktad przypisanie dwoch oséb do zadania, moze nie wptynaé na
dwukrotny wzrost wydajnosci pracy lub te same osoby przypisane do r6znych zadan moga
wydtuzy¢ lub skroci¢ catkowity czas projektu. W zadaniach optymalizacyjnych decydent moze
by¢ zainteresowany zar6wno maksymalizacja, jak rowniez minimalizacja funkcji kryterium.

O ile ograniczenia oraz opisane funkcje posiadajg charakter liniowy, jak najbardziej mozliwe
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jest zastosowanie do nich modeli optymalizacji liniowej. Réwniez, gdy na warto$¢ funkcji
kryterium wpltywa wigcej niz jedno kryterium. Oprocz wydajnosci takim dodatkowym
czynnikiem jest miara sprawiedliwosci lub rowno$ci rozwigzania. Pojgcie sprawiedliwosci
w zadaniach optymalizacyjnych, wywodzi si¢ glownie zbadan socjotechnicznych czy
spoteczno-politycznych, gdzie kazda decyzja w wigkszosci przypadkéw ma wplyw na ogot
[11]. W systemach spotecznych ma to bardzo duze znaczenie, kiedy problem polega na
rozdziale zasobdw, ktore sa ograniczone [12]. Aby zapewni¢ réwno$¢ rozwigzania takiego
zadania nalezy zaopatrzy¢ w ustugi wszystkie podmioty w réwnym stopniu. Dobrym
przyktadem jest zadanie rozmieszczenie takich ustug jak przychodnia czy straz pozarna na
obszarze powiatu. To gtownie stuzby publiczne i rozmieszczenie ich placowek dostepowych
podchodzi pod kryterium sprawiedliwosci. Problemy rozmieszczenia placowek specjalnego
przeznaczenia przyjmuja szczegdlne znaczenie w przypadku klesk zywiotowych, gdzie pojecie
sprawiedliwos$ci/rownos$ci rozpatrywane jest jako jedno z gtownych kryteriow [13]. W tym
miejscu warto zwrdci¢ uwage, ze istnieje subtelna réznica migdzy pojeciami rownosci
i sprawiedliwosci, cho¢ czgsto ich miary sg wzgledem siebie proporcjonalne. Sprawiedliwy
dostep do wspomnianych placowek publicznych zaktada na przyktad maksymalng wartos¢
odlegtosci dla kazdego losowo wybranego obywatela. Rowny dost¢p zaktada doktadnie takg
samg odlegto$¢ dla kazdego, co w oczywisty sposdb w rozpatrywanym problemie jest nie do
spelnienia [14]. Istniejg rowniez przypadki, gdzie sprawiedliwo$¢ jest rozumiana zupetnie
inaczej niz rowno$¢. Przyktadem jest przypisanie uczniom ocen z testu. Idealnie rowne
rozwigzanie takiego zadania polega¢ begdzie na przypisaniu kazdemu takiej samej oceny, co

najczesciej nie bedzie sprawiedliwe.

Istnieje rowniez grupa problemoéw decyzyjnych, w ktérych sprawiedliwos¢ stanowi
jedno z gléwnych kryteriow. Sg one zwigzane z sytuacjami klesk zywiotowych, ktore czesto
charakteryzujg si¢ stosunkowo niskim prawdopodobienstwem wystapienia, ale za to sg bardzo
dotkliwe w skutkach [15]. Obok sprawiedliwosci rozumianej jako rownos$¢ jako kryteria
optymalizacji zaliczane s3 rowniez wydajno$¢ oraz efektywnos$¢ [16]. Jako wydajnosé¢
rozumiane s3 cechy takie jak czas odpowiedzi, czas dojazdu, odlegtos¢, poziom
bezpieczenstwa, niezawodnos¢. Efektywnos¢ natomiast jest utozsamiana z kosztami, ktore

moge dzieli¢ si¢ na odpowiednie grupy.

Dla problemoéw RZO powstat szereg modeli pozwalajacych na uzyskiwanie rozwigzan
sprawiedliwych. Uwzgledniaja one jednak tylko jedno kryterium nie zwracajac szczegolnej
uwagi na kryterium wydajnos$ci. Problem alokacji zasobow ograniczonych mozna okresli¢
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W nastepujacy sposob [17]. Zatozmy, ze dany jest system, ktory §wiadczy zadany zbior ustug.
Kazda ustuga moze zosta¢ zrealizowana w ograniczonym stopniu, ktéorego miara jest dana.
Okreslmy ta miar¢ jako jakosc¢ i-tego typu ustugi, czyli na przyklad czas jej wykonania, koszt,
skala opdznien lub zysk. Kazda ustuga moze by¢ §wiadczona (posiada¢ swoja alokacje) na d-
tym zapotrzebowaniu. Zbiér @ okresla mozliwe alokacje ustug na poszczegdlne
zapotrzebowania. Dla i-tej ustugi funkcja fi(x) definiuje miar¢ jakosci alokacji x € Q. Funkcja
ta jest okreslana jako funkcja celu. Problemy  optymalizacyjne  zwigzane  z alokacja
ograniczonych zasobow zaktadaja najczesciej istnienie m ustug, ktérych zbior opisany jest jako
1. Ustugi okreslane moga by¢ rowniez mianem agentow, aktywnosci lub zasobow. W zadaniu
opisany jest rowniez zbidr O, ktory zawiera w sobie kolejne wzorce alokacji, czyli mozliwosci
decyzji, ktore moga zosta¢ podjete wobec dostgpnych ustug. Funkcja f;(x) = y; pozwala na
zwrocenie warto$ci miary, ktora opisuje wptyw alokacji x € Q dla i-tej ustugi. Najczesciej
warto$¢ tej funkcji opisuje kryterium jakos$ci rozwigzania, na przyktad czas, koszt, opdznienie
(minimalizacja) lub zysk, przepustowo$é/natezenie obsluzonego strumienia ruchu
(maksymalizacja) itp. Dla zbioru ustug I = {1,2, ..., m} wprowadzony zostat rowniez wektor,
opisujacy kolejne wartosci funkcji osiggnigcia f(x). Dla wprowadzonego wektora ktory
odwzorowuje przestrzen decyzji X = R™ na przestrzen miar kryterium Y = R™ oraz Q C X.

Rozwazajac problem jednokryterialny, zapis wyglada nastgpujaco

max{f(x):x € Q} (1)

Bardziej zlozonym przypadkiem jest zadanie optymalizacyjne oparte na sieci zaleznosci
mie¢dzy mozliwymi scenariuszami rozwigzan. Dla wigkszej liczby rozpatrywanych ustug, gdzie
funkcje osiggnigcia wptywaja na rozwigzanie w odmienny sposob, problem okreslany jest jako

wielokryterialny. Mozna go zapisa¢ w nastepujacy sposob
max{y : y; < i(x)Vi,x € Q,i € I} (2)

W zadaniach optymalizacyjnych zwigzanych z alokacja zasobow ograniczonych najczescie]
stosowane podejscie okreslane jest jako Pareto-optymalne. Rozwigzanie moze by¢ uznane
wedtug tego kryterium za optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy rozpatrujac przestrzen wektorow
alokacji, nie mozna poprawi¢ ani jednej wartosci wektora bez pogorszenia innej. Problemy
wielokryterialne uwzgledniajace koncepcje réwnosci w sensie Pareto mogg zostaé
zdefiniowane réwniez przez funkcj¢ agregacji lub uzytecznosci. Zadania, ktére moga

wykorzystywac funkcje agregacji mozna zapisac jako
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max{g(f(x)):x € @} 3)

Funkcje agregujace mogg by¢ rozumiane jako na przyktad warto$¢ $rednia przychodu (u(y) =

W), przychod catkowity (T(y) = X;=1,..mY; ) lub miara najgorszej wartosci alokacji

M(y) = ,rglin y;), ktora jest wykorzystywana w koncepcji optymalizacji maximin, ktoéra
i=1,..m

spelnia warunek Pareto-optymalnosci 1 moze zosta¢ opisana w nastepujacy sposob
max{.min fix):x € Q} (4)
i=1,.m

Koncepcja zaktada maksymalizacje najgorszego wyniku funkcji kryterium za wszelka ceng.
Kolejnym przykladem zadan zwigzanych z alokacja zasobow jest problem plecakowy. Polega
on na znalezieniu optymalnego zestawienia zasoboéw w alokacji ograniczonej z gory na
przyktad pojemnoscig, no$noscig czy przepustowoscia. Piszac bardziej doktadnie, problemem
decyzyjnym jest wybor poszczegodlnych dobr o okreslonej wartosci, ktore posiadajg swoja wage
oraz gabaryty w taki sposob, aby calkowita ich warto$¢ byta najwigksza przy zachowaniu
ograniczen na mas¢ oraz pojemno$¢ plecaka. Tak opisany problem posiada dyskretny zbior
rozwigzan dopuszczalnych. Zatézmy ze mamy do dyspozycji zbior I = {1, ..., m} elementow
o wadze a;. Problem decyzyjny polega na znalezieniu takiej konfiguracji sktadu plecaka, aby
nie zostato przekroczone ograniczenie na maksymalny udzwig plecaka oznaczony parametrem
b. Zadanie polega na znalezieniu sktadu plecaka zawierajgcego jak najwickszg liczbe rodzajow
elementow. Idealnym rozwigzaniem jest wigc znalezienie konfiguracji sktadu, w ktorej
znajduje si¢ co najmniej po jednym elemencie kazdego rodzaju. W przypadku kiedy mozliwa
jest rozdzial kilku elementow kazdego rodzaju, rozwigzanie bedzie dazyto do osiagnigcia
rownomierno$ci rozktadu elementéw kolejnych rodzajow. Model optymalizacji max-min

uwzgledniajacy takie ograniczenia moze zosta¢ zapisany w nastepujacy sposob

max{iznllir”lmyi: z a;y; < b} (5)

i=1,..m

Zadanie polega wigc na uzyskaniu maksymalnej liczby elementéw kazdego rodzaju y; przy

jednoczesnym zachowaniu rownomiernego rozktadu. W powyzszym zapisie nalezy zauwazy¢
zey; = d
=N

mai

Vi € I [18]. Dla problemu plecakowego rozwigzanie max-min dgzy zatem do

osiggniecia idealnie rownego (sprawiedliwego) rozwigzania. Rozwigzanie idealnie rowne
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w tym przypadku oznacza jednakowa liczbe elementow kazdego rodzaju. W praktyce
maksymalizacja najbardziej dyskryminowanej wartosci funkcji osiagnigcia prowadzi do
nieefektywnych rozwigzan. Jest to tym bardziej widoczne, gdy przestrzen rozwigzan
dopuszczalnych jest opisana przez wartosci dyskretne oraz istnieje co najmniej jedna wartos¢,
ktora jest szczegdlnie oddalona od s$redniej. Przyktadem moze by¢ przypadek alokacji
wybranego punktu ushug publicznych (szpitala, remizy strazackiej, komisariatu, przychodni,
itp.), w sposob zapewniajacy mozliwie najszybszy dostep dla kazdego obywatela. Jest to w tym
przypadku zwigzane z odlegtoscia 1to ta miara moze by¢ przedmiotem minimalizacji. Gdy
rozmieszczenie miejsc stalego pobytu obywateli jest réwnomierne, model max-min
w wigkszo$ci przypadkoéw zwraca zadowalajace rozwigzania. Sytuacja si¢ komplikuje, gdy
istniejg pojedyncze obiekty, ktore sa znaczaco oddalone od kazdego z punktow obstugi bardziej
niz wigkszos¢. Podstawowa wadg podczas stosowania metody max-min jest bowiem to, ze
metoda zwraca rozwigzanie, ktore jest idealnie rowne dla wszystkich rozpatrywanych funkcji

osiggnigcia i rowne co do warto$ci maksymalnej alokacji najmniej efektywne;.

Rozpatrzmy kilka wektoréow, ktéore naleza do zbioru wektorow rozwigzan
dopuszczalnych: (2,2,2,2), (2,2,9,2), (2,2,2,9), (2,4,4,9). Rozwigzaniem zwroconym przez
model max-min bedzie w tym przypadku rozwigzanie pierwsze, ktore jest zdominowane przez
wszystkie pozostate. Modyfikacja modelu max-min pozwalajaca na poprawe wydajnosci
rozwigzania jest model, ktory w pierwszej kolejnosci zwraca rozwigzanie max-min, natomiast
w drugim kroku, zachowujac warto$¢ minimalng zwigksza kolejne warto§ci w mozliwie
najbardziej efektywnej konfiguracji wzgledem dominacji racjonalnej, to znaczy takiej w ktorej
kazdy wektor, ktory posiada wartos¢ wicksza lub réwng, na odpowiedniej pozycji jest
wektorem bardziej preferowanym. Rozpatrujac wezesniej przedstawiony zbior wektorow takim
rozwigzaniem powinno by¢ rozwigzanie czwarte. Aby to osiggnaé, nalezy doda¢ drugie
kryterium optymalizacji zwigzane z maksymalizacjg wybranej funkcji agregujacej (sumy lub
wartosci S$redniej), przypisujac jej mniejsza wage wzgledem kryterium maksymalizacji
warto$ci najmniejszej [19]. Taki model nazywany jest modelem leksykograficznego max-min

1 moze zosta¢ zapisany w nastgpujacy sposob

lexmax{izr?}_{lmyi, Z vi} (6)

i=1,..,m

Aby w jednoznaczny sposob poréwnac ze sobg wyniki otrzymane z kolejnych alokacji

nalezy okresli¢ model preferencji, to znaczy sposobu poréwnania wektoréw w celu okreslenia
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rozwigzania preferowanego wzgledem innych. Model preferencji moze by¢ okreslony za
pomoca stabej preferencji oznaczanej symbolem 3= , $cistej preferencji > oraz rownoznacznos$ci

=. Wymienione zalezno$ci spetniaja nastepujace rOwnania:
yl > yll @ (yl ? yll oraz yl % yll), (7)

y =2y’ e (y =y’ orazy” =y’). (8)
Standardowy model preferencji zaktada, ze staba relacja preferenciji jest:

e zwrotna:y >y,
!/

e przechodnia: (y' >y" orazy” >y )=y >y,

e S$cisle monotoniczna: y+ce; > ydlag > 0;i=1,2,...,m.

Model preferencji racjonalnej posiada trzy wyzej wymienione cechy. Jest zwrotny, poniewaz
kazdy wektor alokacji y nie moze by¢ gorszy od siebie samego, jest przechodni, to znaczy, ze
jezeli wektor y’ jest preferowany wzgledem wektora y” oraz wektor y” jest preferowany

299

wzgledem wektora y”’ to oznacza, ze wektor y’ jest preferowany wzgledem y’”’. Relacja $cistej
preferencji oznacza, ze poprawa dowolnej wartosci wektora y o minimalng wartos¢ (poprawa
jakosci dowolnej ustugi), czyni ten wektor bardziej preferowanym. Rozwigzanie, ktére nie jest
zdominowane wedlug wyzej opisanej racjonalnej relacji preferencji, jest rOwniez rozwigzaniem
optymalnym w sensie Pareto. W przypadku probleméw zwigzanych ze sprawiedliwos$ciag
rozwigzania nalezy jednak wprowadzi¢ dodatkowe ograniczenia pozwalajace na otrzymanie
rozwigzania preferowanego wzgledem innych, natomiast dodatkowo uwzgledniajacego
réwnomierny rozklad przydziatow ustug na zadane zapotrzebowania. Nalezy przytoczy¢ w tym
miejscu pojecie preferencji anonimowej oraz wyrownujacej, ktore ukierunkowujg proces
optymalizacji na rozwigzania bardziej sprawiedliwe sposrod rozwigzan dominujacych wedtug
racjonalnej relacji preferencji. Model anonimowej relacji preferencji zaktada, ze Zadne
zapotrzebowanie nie jest w zadnym stopniu preferowane wzgledem innych. Kryterium oceny

jest w tym przypadku bezstronne i mozna je zapisa¢ dla kazdej permutacji m zbioru / jako

nastepujaca zaleznos¢

(V1) Yr(@ys - Yam)) = 1, Vs s Vi) 9)

Kolejnym krokiem w kierunku modelu preferencji ukierunkowanego na sprawiedliwos¢
jest zasada wyréwnywania wektora wynikowego, to znaczy dodanie wlasnosci pozwalajacej na
preferowanie wektordéw, ktore majg bardziej zrownane wyniki wzgledem tych, ktore posiadaja
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wicksze roznice wartosci. Takg zalezno$¢ mozna zapisa¢ w postaci nastepujacych implikacji

dla modelu preferencji wyrownujacej

Y >yr=>y—cey+eep >ydlad<e< (yyr—ypr)/2 (10)

2.2 Miary nieréwnos$ci wykorzystywane w modelach optymalizacji sprawiedliwe;j

Kryterium sprawiedliwo$ci mozna w modelu uwzgledni¢ na wiele sposobow. Powstato
wiele koncepcji pozwalajagcych uzyska¢ rozwigzanie dla problemow zwigzanych ze
sprawiedliwym rozdziatem zasobow. W wigkszosci z nich nalezy liczy¢ si¢ z wykonaniem
obliczen kilkakrotnie dla r6znych parametréw sterujacych, aby uzyskaé rozwigzanie, ktore
odzwierciedla akceptowalny kompromis migdzy rozwigzaniem optymalnym pod katem
wydajnosci oraz sprawiedliwoscia. Z punktu widzenia ergonomii najbardziej wskazane jest,
aby parametréw sterujacych bylo mozliwie jak najmniej. Niektore modele nie wymagaja
parametryzacji, co pozwala osiagna¢ rozwigzanie szybciej, natomiast nie zawsze jest ono
zadowalajace dla decydenta. W wielu modelach optymalizacji sprawiedliwej okreslona jest
miara sprawiedliwo$ci, uzyta do oceny rozwigzania. Aby uzyska¢ najlepszy efekt w modelu,
powinna zosta¢ ona uwzgledniona w sposob bezposredni jako czg$¢ funkcji osiggniecia badz
jako ograniczenie. Istnieje rowniez mozliwo$¢ wykorzystania specyficznych wlasno$ci
nierownosci liniowych, ktore uwzgledniaja okreslony model preferencji (wyréwnujacej badz
anonimowej). W modelach optymalizacyjnych funkcja osiggniecia lub funkcja celu nazywa si¢
matematyczne sformutowanie, ktére wyraza miarg, wedlug ktérej oceniane jest rozwigzanie.
Zazwyczaj problem decyzyjny dotyczy wigkszej liczby procesow, ktore podlegaja ocenie.
Dlatego tez podczas przedstawiania wyniku obliczen powstatych w procesie optymalizacji
mowimy o wektorze ocen. Kazda kolejna warto§¢ wektora dotyczy procesu, ktoremu
przydzielana jest okre$lona liczba dostepnych zasobow. W modelach wielokryterialnych
kryteria oceny moga by¢ uwzgledniane na poziomie samej optymalizowane] funkcji, badz
brane pod uwage przy odpowiednio zdefiniowanych ograniczeniach. Kazdy model sktada si¢
wiec z ciggu ograniczen oraz funkcji kryterium, w ktorych podstawowym zatozeniem jest nie
wystepowanie zmiennych decyzyjnych w potedze innej niz pierwszego stopnia. Za
nieliniowo$¢ uwazany jest rowniez iloczyn co najmniej dwoch zmiennych. Modelowanie

z wykorzystaniem jezyka programowania liniowego wigze si¢ wigc czesto z trudnos$ciami
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podczas zapisu ograniczen, ktore czgsto muszg by¢ zapisywane w postaci wielu rownan
1 przeksztalcen. Zasadniczg zaleta modeli liniowych jest jednak stosunkowo niska zlozono$¢
obliczeniowa, co wptywa na niski czas potrzebny na generacje wyniku, a wiec ich wydajnos¢.
Ten obszar jest ciggle rozwijany w obszarze nauk S$cistych, gdzie znalez¢ mozna coraz to
bardziej rozbudowane modele optymalizacji przystosowane do rozwigzywania réznych

problemoéw decyzyjnych.

W analizie systemowej sprawiedliwo$¢ zwykle jest opisywana za pomoca tak zwanych
miar sprawiedliwosci (lub miar réwnosci / nierownos$ci). Mozna je wyrazi¢ za pomocg funkcji
p, mapujacych wektor y na (nieujemne) liczby rzeczywiste. Wektor y oznacza kolejne wartosci
funkcji osiagnigcia odzwierciedlajace kolejne alokacje zasobow na zadane zapotrzebowania.
Typowe miary nierdwnosci sa rozumiane jako warto$ci odchylen od normy. Sa niezmiennicze
w tym sensie, ze o(y + ae) = o(y) dla dowolnej liczby rzeczywistej a (gdzie e to wektor
jednostkowy (1, ..., 1)), ktory nie wplywa na przesunig¢cie skali wynikoéw. Miary nieréwnosci
sg rowne 0 dla idealnie rownych wynikow oraz przyjmujg wartosci nieujemne [20]. Czesto sa
one nie wigksze niz 1. Wigksza wartos¢ wskazuje na bardziej nierowny charakter rozkladu
warto$ci analizowanego wektora. Analogicznie opracowane zostaly miary roéwnomiernosci
rozktadu, ktore zachowujg si¢ doktadnie odwrotnie. Podczas budowy modelu wykorzystywane
sg miary zarowno z jednej jak idrugiej grupy w zaleznosci od przyjetej koncepcji. Wybor
odpowiedniej miary statystycznej jest bardzo istotny, Powinien on jak najlepiej opisywac istote
tego kryterium. Ponizej przedstawione zostaty wybrane miary statystyczne, ktore pozwalaja na
bardziej lub mniej doktadny opis kryterium sprawiedliwo$ci rozumianego jako odchylenie
poszczegbdlnych wartosci alokacji zasobéw na zapotrzebowaniach [21]. Przyjmijmy, ze
problem decyzyjny jest zwigzany z alokacja ograniczonych zasoboéw na zbior zapotrzebowan
D, gdzie d = 1, ..., m. Warto$§¢ miary, odpowiadajacej zarezerwowanej przepustowosci dla
kolejnych zapotrzebowan jest opisana przez wektor y. Funkcj¢ okreslajaca srednig z warto$ci
wektora ocen oznaczono jako u(y). Najprostsze miary nierdwnosci sg oparte na bezwzglednym

pomiarze rozpowszechnienia wynikow, takich jak:

e maksymalna roznica bezwzgledna

Amax(¥) = max(lyq — ¥:il) (11)

d,ieD

e Srednia réznica bezwzgledna
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_ 1
A =—§ E —y; 12
W =5 e iEDIyd yil (12)

Kolejna grupa miar bazuje na odchyleniach od wartosci $redniej rozktadu, takich jak:

e maksymalne odchylenie bezwzgledne
Omax(y) = max(lya — u(y)D); (13)

e Srednie odchylenie bezwzgledne

- 1
60 =5 ). ya—hO) (14)

Kolejng miarg jest odchylenie standardowe o, ktore opisuje miar¢ rozrzutu jako $rednig
z poszczegllnych odchylen od wartosci $redniej. Miara ta zapisywana jest w nastepujacy

sposob

1 2 1
W= Gk =gE) Y Ga-w? (5

W problemach decyzyjnych AZO cze¢sto jako miarg sprawiedliwos$ci przyjmuje si¢ wartosci
stanowigce dolne lub gorne odchylenia od wartosci sredniej. MoOwimy wtedy o miarach takich

jak:

e S$rednie semi-odchylenie dolne

- 1
W=7 W) =yo)- (16)

e Srednie semi -odchylenie gorne

- 1
5. =0 ) W) =y, (17)

e semi-odchylenie standardowe dolne

1
a_(y) = j—zden(u(y) —Ya)? (18)

m
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e semi-odchylenie standardowe gorne

1
o (y) = \/Ezd@(“(") —Yya)3 (19)
e maksymalne odchylenie dolne
A_(y) = max(u(y) — ya) (20)
e maksymalne odchylenie goérne
A4 (y) = max(u(y) = ya) (21)

W powyzszych wzorach (.)+ oraz (.)- oznacza odpowiednio nieujemng lub niedodatnig
cze$¢ wartosci. Powyzsze miary sg jednak w wigkszosci niemozliwe badz trudne do zapisu
w postaci rownan lub nierownosci liniowych. Wspotczynnikiem czesto stosowanym
w ekonomii, azarazem prostym w implementacji w modelu liniowym jest wspdtczynnik

Giniego [4]. Indeks Giniego G (y), dla posortowanego wektora ocen y mozna wyrazi¢ wzorem

a=1(2d —m — 1)y,
m?u(y)

G(y) = (22)

Jako miara nierdwnosci w procesie optymalizacji jego warto$¢ bedzie ulegata
procesowi minimalizacji. W modelach, gdzie zostata przyjeta koncepcja maksymalizacji
wspélczynnika stosowany jest wskaznik Jaina J(y). Jego wykorzystanie jest spotykane
w literaturze réwniez do problemow alokacji zasobow ograniczonych [5]. Przyjmuje on
wartosci od 0 do 1, przy czym warto$¢ 1 wskazuje na rozktad idealnie réwny i jest opisywany

wzorem

2
i1y
Jy) = o) @)
ml2g=1Yy
Wspdlczynnik Giniego jest jedng z miar szeroko stosowanych w ekonomii w celu
okreslenia nieréwnomierno$ci rozkladu okre§lonej miary i moze by¢ stosowany w wielu
przypadkach problemow decyzyjnych. Pracujgc z modelami optymalizacji, indeks Giniego

moze by¢ wykorzystywany w szerokim zakresie probleméw, w ktorych kryterium

sprawiedliwosci nalezy bra¢ pod uwage rownolegle z efektywnoscia systemu [22]. Na
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przyktad mozna go dostosowac do zagadnien zwigzanych z transportem, logistyka, problemami
z alokacja skonczonego zbioru zasobow i wieloma innymi. Za wyjatkiem tylko wspomnianych
przyktadow zastosowania zbadanych modeli, modele optymalizacji sprawiedliwej sa szeroko

stosowane w zadaniach wymiarowania sieci.

W ekonomii zwykle stosuje si¢ wzgledne wskazniki nierownos$ci znormalizowane przez
$redni wynik, inaczej zwane réwniez indeksy czy wspotczynniki [23]. Najczesciej spotykanym
jest wspomniany indeks Giniego, ktéry odpowiada wzglednej réznicy $redniej. Jako miara
oceny rownomiernosci rozktadu warto$ci rozwigzania, czesto stosowany jest rowniez,
rozpatrywany w problemach sieciowych wskaznik Jaina (J(y)). Przyjmuje on warto$ci od 0 do
1, przy czym warto$¢ 1 wskazuje na rozktad idealnie réwny. Mozna go interpretowac jako
znormalizowang S$redniag kwadratowa. Latwo zauwazy¢, ze bezposrednia optymalizacja
indywidualnych wynikéw skutkuje roéwnymi lecz bardzo niskimi wynikami pod katem
wydajnosci systemu. Dotyczy to wszystkich miar rownomiernosci (badz nieréwnomiernosci)
rozktadu. Ta sprzeczno$¢ nie moze zosta¢ catkowicie rozwigzana za pomocg standardowego
$redniego modelu dwukryterialnego, ktory uwzglednia zarowno efektywnos¢, rozumiang jako
optymalizacj¢ $redniego wyniku oraz sprawiedliwo$¢ rozumiang jako minimalizacja miary

nieréwnosci (np. G(y)) lub maksymalizacja miary rownosci (np. J(y)).

Kolejnym wspodtczynnikiem stosowanym do oceny réwnomiernosci rozktadu warto$ci

wektora ocen jest wspotczynnik Hossfelda [6] okreslony wzorem

20%(y)
~ max(y) — min(y)

F(y) =1 (24)

Wspotczynnik ten przyjmuje wartosci od 0 do 1, gdzie 1 oznacza rozktad idealnie
roéwnomierny. Wartosci max(y) oraz min(y) we wzorze oznaczajg odpowiednio najwiekszg
oraz najnizszg warto$¢ elementu wektora ocen. Wspotczynnik wykazuje wiele pozytywnych
wlasnos$ci, wsrod ktorych wymieni¢ mozna bazowanie na wartosci bezwzglednej odchylenia

standardowego.

Podczas pracy zmodelami optymalizacji sprawiedliwej, stosowane jest rowniez
podejscie, w ktérym o stopniu sprawiedliwosci rozwigzania informujg miary odnoszace si¢ do
zadanej liczby najmniejszych (lub najwigkszych wartosci) wektora ocen. Matematyczny opis

tych warto§ci moze zosta¢ opisany jako $rednia k-najwickszych (lub najmniejszych)
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potodchylen od s$redniej wartos$ci funkcji kryterium: 4, (y) = %Zﬁ‘zl(u(y) —0;(y)), gdzie

moze to zosta¢ uogolnione do Agyy dla kazdej wartosci 0 < B < 1 jako

1 (P _
85) =5 | )~ £ @)da 25)
Funkcja kwantylowa Fy, wykorzystana w powyzszym wzorze jest definiowana jako
FS(B) = infln: E,(n) 2 B} dla 0<p<1 (26)

1 jest interpretowana jako funkcja odwrotna do dystrybuanty

1 dla Vi <t

1
Fy(t) = Za&-(t) gdzie 6;(t) = { 0 wp.p.

i€ED

(27)

Dystrybuanta Fy(t) dla jakiejkolwiek rzeczywistej (wynikowej) warto$ci ¢ zapewnia miarg
wynikow mniejszg lub rowna ¢. Ponadto, z relacji dualno$ci wynika, ze najgorsze warunkowe
[-procentowe wybory najbardziej dyskryminowanych warto$ci, mozna uzna¢ za optymalne

rozwigzanie nastgpujacego problemu

1 1w 1
min{z;yd—yﬂgza(y—ydh : YEQ} (28)

deb debD

Podstawienie § = i/m pozwala na otrzymanie modelu minimalizacji

min{Z%yd—y+%Z%(y—yd)+ : yeQ} (29)
deD debD

Okreslajac poziom sprawiedliwos$ci nalezy przyja¢ miar¢ pozwalajaca na jego ocene.
Zatozono rowniez, ze w przypadku gdy co najmniej jedna ze zmiennych okreslajgca warto$¢
alokacji dla zapotrzebowania posiada warto$¢ 0, to rozwigzanie nie jest sprawiedliwe. Idac
dalej, sprawiedliwo$¢ rozwigzania bedzie coraz wigksza, gdy wyniki beda jak najbardziej
zrownane ze sobg. W statystyce do takich miar nalezg wariancja, odchylenie standardowe lub
kurtoza. Do ich wyznaczenia wykorzystywane sg jednak zaleznos$ci nieliniowe (na przyktad
mnozenie zmiennych), co przekresla mozliwo$¢ ich bezposredniego wykorzystania podczas

implementacji modelu optymalizacji. Moga one jednak by¢ wykorzystywane do oceny wyniku
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koncowego badanej metody. Jako§¢ wyniku uzyskanego przy pomocy danej metody moze by¢
réwniez oceniana przez wyznaczenie wspotczynnika okreslajacego strate procentowg wartosci
sumarycznego zysku osiagnigtego, przy wykorzystaniu danego modelu sprawiedliwej
optymalizacji do wartosci zysku uzyskanego przy wykorzystaniu metody nieuwzgledniajacej
sprawiedliwosci. Kryterium sprawiedliwosci w wigkszosci przypadkow jest obarczone
pogorszeniem wydajnosci rozwigzania. W analizie systemowej, Ww celu pordwnania
uzyskanych rozwigzan z zastosowanych modeli stosowany jest wspotczynnik okreslajacy strate
spowodowang zastosowaniem modelu sprawiedliwego do rozwigzania modelu
jednokryterialnego maksymalizujagcego wydajnos¢ systemu [18]. Taka procentowa strata na
wydajnosci zwigzana z zastosowaniem modelu optymalizacji sprawiedliwej nosi miano kosztu

sprawiedliwosci (POF — z ang. Price of Fairness) [1] oraz okreslana jest nastgpujacym wzorem

MAX(y) — FAIR(y)
MAX(y)

POF(y) = 100 [%] (30)

gdzie:
POF(y) - koszt rozwigzania sprawiedliwego na zadanym poziomie sprawiedliwosci;

MAX(y) — warto$¢ miary okreslajacej wydajno$¢ rozwigzania optymalnego zadania

jednokryterialnego, nieuwzgledniajgcego kryterium sprawiedliwosci;

FAIR(y) - rozwigzanie uzyskane przy pomocy analizowanego modelu wielokryterialnego

uwzgledniajacego sprawiedliwos¢.

Koszt sprawiedliwosci jest przedmiotem analiz w przypadku wielu probleméw zwigzanych z
rozdzieleniem zasobdéw ograniczonych. Sg nimi na przyklad problemy sieciowe, w ktérych
zadanie optymalizacji w ktorym tymi zasobami jest rezerwowana przepustowos¢, obcigzenie

taczy [24].

W celu lepszego zrozumienia problemu, rozwazmy problem alokacji punktu pomocy
medycznej na zadanym przyktadowym obszarze, na ktorym okreslono sze$¢ punktow
kontrolnych. Zadanie polega na umieszczeniu stacjonarnego punktu pomocy w miejscu, ktore
bedzie mozliwie najmniej oddalone od kazdego zpunktéw kontrolnych. Zmniejszenie
odleglosci do wybranego punktu moze za sobg pocigga¢ zwickszenie odleglosci od innego
punku kontrolnego. W tabeli ponizej przedstawiono szes¢ przyktadowych scenariuszy

okreslajacych miejsca, gdzie mozliwe jest umieszczenie rozpatrywanego punktu pomocy

22



medycznej. Kazdy rozdziat zasobu, jakim jest punkt pomocy medycznej, jest umiejscowiona
w podanych odlegtosciach od punktéw kontrolnych. Zmienng decyzyjng w przedstawionym
przyktadzie jest odlegtos¢ od punktu kontrolnego, ktora przyjmuje wartosci dyskretne dla

analizowanych scenariuszy.

Tabela 1 Wyniki obliczen wybranych miar statystycznych dla sprawiedliwosci na przytoczonym przykladzie problem

decyzyjnego.
Scenariusz rozwiazania 1 2 3 4 5 6
Odleglos¢ od punktu kontrolnego nr 1 [km] 6| 45| 3.5/10.5 9 0
Odlegtos¢ od punktu kontrolnego nr 2 [km] 6 4 6/ 11| 10 5
Odleglos¢ od punktu kontrolnego nr 3 [km] 2 0l 25 8| 5.5 4
Odlegtos¢ od punktu kontrolnego nr 4 [km] 6 8| 10 5/ 6.5 13
Odlegtos¢ od punktu kontrolnego nr 5 [km] 5.5 8| 7.5 4 4 12
Odlegtos¢ od punktu kontrolnego nr 6 [km] 4.5 5 4 7 4 7
Srednia réznica bezwzgledna 0.6911.46/1.43(1.46|1.28| 2.53
Srednie bezwgledne odchylenie 1.17]2.082.25|2.25(2.00| 3.83
Odchylenie standardowe 1.4412.7112.572.592.31| 4.52
srednie (gérne) semiodchylenie 0.581.04/1.13(1.13]1.00| 1.92
standardowe (gorne) semiodchylenie 1.2412.05|1.65/1.8211.50 3.11
Maksymalne (gérne) semiodchylenie 3.00[4.92|3.083.58(2.50| 6.83
k najwiekszych semiodchylen (50%) 1.00|2.08|2.25|2.25|2.00| 3.83
k najwiekszych semiodchylen (33%) 1.7512.9212.58|3.082.50| 4.83

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przedstawiona tabela pozwala wyznaczy¢ przebieg zmian poszczeg6lnych warto§ci miar
nierownos$ci. Rezultaty dla 6 zalozonych scenariuszy zostaly rowniez przedstawione na
wykresie ponizej. Zaobserwowac¢ mozna, ze w wigkszosci przypadkéw wykorzystania miar
nierownosci charakteryzujg si¢ one podobnym charakterem monotoniczno$ci, natomiast
niektére z nich sg bardziej czule na zmiany, niektére mniej. Ten przyklad pozwala na
porownanie warto$ci miar sprawiedliwo$ci. W zaleznosci od rozpatrywanego problemu
alokacji lepsze s3a miary, ktéore bazuja na ograniczonej liczbie zapotrzebowan. Dla
rozpatrywanego w pracy przypadku alokacji ograniczonych zasobow na zapotrzebowaniach

w systemie lepszymi do wykorzystania miarami zdajg si¢ by¢ miary bazujace na okreslonej
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liczbie zapotrzebowan najbardziej dyskryminowanych przez kryterium wydajnosci. Czgsto te
zapotrzebowania wigza si¢ z mniejszym zyskiem z przydzielenia im zasobow. OczywiScie
ostateczny wybodr rozwigzania lezy w gestii decydenta, ktéry sam okresla, w jakim stopniu jest
on sktonny do rezygnacji zcatkowitej wydajnosci systemu wzgledem zwigkszenia

sprawiedliwosci rozwigzania.

8.00

6.00

4.00

\

0.00
1 2 3 4 5 6
= mean absolute difference mean absolute deviation
standard deviation mean (downside) semideviation

e standard (downside) semideviation — e====maximum (downside) semideviation

Rys. 1 Wyniki obliczonych miar dla przyktadu rozmieszczenia punktow medycznych

Zrédto: opracowanie wiasne.

Stosowane modele optymalizacji pozwalaja na uzyskanie rozwigzania przy zadanych
parametrach wejsciowych. Czgsto ich odpowiedni dobor gwarantuje poprawnos$¢ rozwigzania,
adroga do najlepszej konfiguracji tych parametrow jest poprzedzona wielokrotnym
wykonaniem obliczen testowych dla roéznych scenariuszy. Podczas opracowywania
algorytméw, ktére sg gtownym rezultatem badan opisanych w pracy, jednym z celow byto
uproszczenie tego procesu przez ograniczenie parametroOw sterujacych oraz szybkie uzyskanie
spektrum rozwigzan od mniej efektywnych oraz bardziej sprawiedliwych do maksymalnie

efektywnych 1 mniej sprawiedliwych.

W literaturze wystepuja liczne opracowania modeli optymalizacji sprawiedliwej, gdzie
sprawiedliwos¢ jest opisana przy pomocy okreslonych miar réwnos$ci lub nieréwnosci, ktore
zostaly doktadnie opisane w poprzednim rozdziale. Aby lepiej zrozumieé istot¢ problemu
decyzyjnego, w ktoérym szczegdlnie uwzgledniona powinna by¢ sprawiedliwos$¢ (rownosc)
rozwigzania, przytoczony zostat przyktad ilustrujacy problem decyzyjny, polegajacy na

rozdzieleniu zasobow na dwie mozliwe alokacje. Posiadajac 150 jednostek mozna przydzieli¢
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posiadany zasob wedtug nastepujacych scenariuszy: f(xi1) =(100, 50) oraz f(x2) =(80, 70).
W przypadku drugiego scenariusza nalezy stwierdzi¢, ze jest on bardziej sprawiedliwy, biorac
pod uwage miar¢ rownosci jako wspotczynnik sprawiedliwosci. Ten wybor, podjety intuicyjnie
znajduje swoje odzwierciedlenie rOwniez w teorii zwigzanej z warunkiem transferu Pigou-
Dalton’a [20]. Mowi ona, ze kazdy rozdzial, ktora powicksza mniejsza alokacje kosztem
wigkszej w celu ich wyrdwnania, prowadzi do bardziej sprawiedliwego rozwigzania. Jednym
z zadan zwigzanych z problemem alokacji zasobéw ograniczonych jest rowniez przytoczony
wczesniej problem plecakowy. Tego typu zadanie mozna rozwigza¢ na wiele sposobow o
roznym stopniu sprawiedliwosci. Problemy alokacji zasobow ograniczonych mozna napotkaé
w wielu innych obszarach takich jak kierowanie ruchem drogowym, harmonogramowanie
pracy czy inne szeroko pojete problemy alokacji. Szczegdlnym przypadkiem problemow
zwigzanych z alokacjg zasobow ograniczonych sg zadania dotyczgce rozmieszczenia
budynkow petigcych funkcje schronienia w wypadku katastrof i klesk zywiotowych [12].
W pracy autorzy rozpatruja model stochastyczny uwzgledniajacy kryterium dostgpnos$ci
schronisk dla kazdego obywatela na rownym poziomie przy zadanych ograniczeniach na ich
budowe. Zadanie uwzglednia liniowa kombinacje sredniej odlegtosci pomigdzy lokalizacjami
schronisk, alokalizacjami przydzielonych do nich o0so6b. Wspoétczynnikiem okre§lajacym
stopien sprawiedliwosci rozwigzania moze by¢ w tym przypadku wspoétczynnik Giniego,
policzony dla tych odleglosci lub z miar wymienionych na poczatku rozdzialu. Tego typu
zadanie mozna rozwigza¢ przy wykorzystaniu istniejgcych modeli programowania liniowego
lub algorytméw heurystycznych. Jezeli zadanie osigga wigksze rozmiary, jedyng alternatywa
jest wykorzystanie drugiego z wyzej wymienionych, na przyktad algorytmu genetycznego.
W innych opracowaniach, dotyczacych alokacji zasobow w bardziej rozbudowanych
problemach mozna napotka¢ rowniez algorytmy heurystyczne bazujagce na symulowanym
wyzarzaniu. Dotyczy to na przyktad problemow alokacji zasobow spektralnych w elastycznych

sieciach §wiattowodowych [25], [26], [27], [28].

Rozpatrujac problem RZO, patrzac na problem z perspektywy uzytkownika systemu,
kazda z mozliwych alokacji zasobu powinna by¢ traktowana w réwny sposob. Ten punkt
widzenia nie bierze pod uwagg kryterium wydajnosci. Kazde zapotrzebowanie, bez wzgledu na
to jakie przynosi korzysci dla systemu, jest wiec maksymalizowane. Takie jednokryterialne
zadanie sprowadza si¢ do zadania maksymalizacji najmniejszej wartos$ci funkcji osiagnigcia
1jest powszechnie uwazane za maksymalnie sprawiedliwe. Model, ktory dodatkowo jeszcze

maksymalizuje alokacje zasobéw na pozostatych zapotrzebowaniach nazywany jest Max-min
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Fairness [29] (MMF). Rozwigzanie uwzglgdnia maksymalizacj¢  najbardziej
dyskryminowanego zapotrzebowania lecz w drugiej kolejnosci maksymalizuje warto$ci
pozostalych, zapewnia optymalno$¢ rozwigzania w sensie Pareto. Oznacza to, ze przy takim
rozwigzaniu nie mozna juz zwiekszy¢ zadnej z pozostaltych wartosci funkcji osiggniecia bez
jednoczesnego zmniejszania innych. Z pewnoscig przydzielenie zasobow w celu optymalizacji
najmniej efektywnego zapotrzebowania moze spowodowad znaczne pogorszenie ogolnej
wydajnosci systemu, atym samym zmniejszy¢ catkowita warto$¢ przychodow z alokacji
zasobow [30]. Warunkuje to potrzebe zarzadzania systemem w taki sposob, aby uwzgledniac
dwa sprzeczne cele jednoczesnie: zwigkszenie przychodow (alokacji na bardziej dochodowych
zapotrzebowaniach) 1zapewnienie sprawiedliwosci (zagwarantowanie pewnej warto$ci
alokacji zasobow zapewniajacej wymagany poziom jakos$ci). Kryterium sprawiedliwosci czgsto
pojawia si¢ w wielu innych przypadkach zadan rozdziatu zasobow ograniczonych. Na przyktad
moga to by¢ problemy z alokacjg zasobow publicznych. Kazda osoba chce mie¢ jak najwyzszy
mozliwy dostep do towardw, takich jak opieka zdrowotna, bezpieczenstwo, transport publiczny
i wiele innych zasobow publicznych finansowanych z podatkow. W tej dziedzinie powstato
wiele prac badawczych w zakresie teorii sprawiedliwosci [31]. Kryterium to jest bardzo istotne
rowniez podczas podejmowania decyzji w zakresie dziatan rzadowych. W dzisiejszych czasach
idee te sg aktualne w debatach, szczegdlnie w przypadku podejscia demokratycznego. Modele
nieuwzgledniajagce modelu preferencji anonimowej i/lub wyréwnujacej nie pozwalaja si¢
jednak sterowa¢ lub pozwalajg na to w bardzo ograniczonym stopniu. Czyni to je bardzo
nieefektywnymi, arozwigzania, ktore s3 uzyskiwane przy ich pomocy s3a czgsto
nieakceptowalne dla decydenta. Takimi metodami sg na przyktad metoda MMF (z ang. Max-

min fairness)

max({(min f, () + ¢ ) fa())ix € Q) &

deD

lub lexMAX wykorzystujaca maksymalizacj¢ (lub minimalizacj¢) leksykograficzng

lexmax( {minfy(0), £ ) fa(2) :x € Q) (32)

deb

Ogo6lna idea przyjeta w powyzszych modelach polega na maksymalizacji ,,za wszelka ceng”

warto$ci funkcji najbardziej dyskryminowanych, a w drugiej kolejnosci sumy wszystkich
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warto$ci wektora ocen, przemnozonej przez odpowiednio maty wspdlczynnik €. Pierwszy
z wymienionych modeli daje w wiekszosci wyniki zdominowane. Ztego powodu
preferowanym modelem jest model drugi oparty na maksymalizacji leksykograficznej, ktora
w pierwsze] kolejnosci przyjmuje wynik optymalizacji opartej na podejsciu max-min,
natomiast w drugiej fazie maksymalizuje wszystkie wartosci funkcji tam, gdzie to tylko
mozliwe. To gwarantuje uzyskanie rozwigzania niezdominowanego racjonalnie. W przypadku
maksymalizacji alokacji obcigzen w sieci, rozwigzanie osiggni¢te przy tym podejsciu zostanie
osiggni¢te, gdy najmniej dochodowe zapotrzebowanie osiaggnie maksymalng warto$¢.
Doktadne opracowanie modelu optymalizacji liniowej bazujacego na podejsciu
leksykograficznego max-min napotka¢ mozna w przytaczanej juz wczesniej pracy [18]. Modele
optymalizacji wielokryterialnej opartej na Max-min Fairness wymagaja uzycia specjalnych
ograniczen gwarantujacych w kazdym kroku, Zze optymalizowana funkcja kryterium poroéwnuje
ze sobg skumulowane warto$ci uporzagdkowanych wektoréw wartosci przydzielanych zasobow.
Ma to bezposredni zwigzek z wymaganiem uwzglednienia dla kazdego modelu sprawiedliwego

dominacji anonimowej lub wyréwnujace;.

Modele MMF oraz lexMAX sg w teorii bardzo zblizone do siebie, natomiast r6znig si¢
migdzy sobg w detalach. Modele ze wzgledu na swojg prosta implementacje¢ jest szeroko
stosowany na przyklad w problemach sieciowych, tam gdzie istotng rol¢ odgrywa kryterium
sprawiedliwosci. Rozwigzanie optymalne wedlug kryterium MMF musi spelnia¢ dwa zatoZenia
[20], [32]. ZalozZenie pierwsze brzmi nast¢pujaco. Rozwigzanie jest optymalne wg. MMF, jesli
powigkszenie jednej z wartosci wektora odbywa si¢ kosztem pomniejszenia innej. Zalozenie
drugie zaklada natomiast, Ze rozwigzanie jest optymalne wg. MMF, jesli pomniejszenie

wybranej warto$ci wektora pocigga za soba powiekszenie innej, aktualnie wigkszej wartosci.

Podejscie zaproponowane w modelu leksykograficznego max-min polega na okresleniu
hierarchii kolejnych warto$ci wektora funkcji kryterium, gdzie pierwsza wartoscia jest warto$¢
rozwigzania max-min, natomiast druga suma wszystkich wartos$ci dla poszczegdlnych alokacji.
Rozwigzanie osiagnigte przez ten model gwarantuje otrzymanie rozwigzania optymalnego pod
wzgledem Pareto. Rozwazmy przyktad, gdzie w zbiorze rozwigzan dopuszczalnych istniejg
dwa wektory a=(1,3) oraz b=(3,1). W takim przypadku Zzaden z nich nie speinia zatozenia
zaproponowanego w definicji 1. Wektor a nie jest rozwigzaniem MMF, poniewaz wektor b
zwicksza pierwsza wspolrzedna jednocze$nie pomniejszajac druga. Zaden ztych dwoch

wektoréow nie jest wigc optymalnym w sensie MMF. Analizujac te wektory pod wzgledem
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kryterium leksykograficznego max-min, warto§¢ wektora funkcji kryterium dla wektorow
a oraz b bylaby rowna 1 wyniostaby (1, 3). Daje to rozwigzanie optymalne z punktu widzenia

optymalizacji leksykograficznej, ktore jest jednakowe dla wektora a oraz b.

Rozwazmy drugi przypadek, gdzie istnieja wektory a=(2,3), b=(3,3) oraz ¢=(5,2). Dla
takich wektorow rozwigzaniem optymalnym z punktu widzenia MMF jest wektor b, ktory
zgodnie z optymalizacja leksykograficzng bedzie zdominowany przez wektor c¢. Jak wida¢ na
powyzszym przyktadzie, podejscie MMF moze nie zwraca¢ odpowiednio wydajnego
rozwigzania. W jednym i drugim przypadku optymalizowana jest najgorsza ocena. Roznica
w opisanych modelach polega jednak na charakterze zbioru rozwigzan dopuszczalnych, gdzie
istotng role odgrywa zatozenie, ze rozpatrywany obszar jest okre§lony jako zbior punktow
o dyskretnych wspotrzednych. Model MMF dobrze si¢ sprawdza, gdy obszar rozwigzan
dopuszczalnych jest opisany przez zbior wypukly oraz zamkniety. Przytoczmy bowiem drugi
przyktad, gdzie porownywane sa dwa wektory a=(4,4,9) oraz b=(5,4,6), gdzie wystepuja trzy
alokacje, ktore sa réwnie atrakcyjne. Porownujac sume wartosci bardziej atrakcyjny jest wektor
a. Wedlug modelu lexMAX wybrany jednak zostanie wektor b. W modelu najpierw nastgpi
posortowanie warto$ci wektora od najmniejszej do najwickszej. W ten sposob otrzymamy
a2=(4,4,9) oraz b2=(4,5,6). W pierwszej kolejnosci poréwnywane sg pierwsze wspotrzedne.
W przypadku kiedy sa one réwne, porownywane sg drugie warto$ci wektoréw. Tutaj wektor b
posiada wigkszg warto$¢ niz a, co spowoduje wybdr wektora, ktdérego suma wartosci
wspotrzednych, badz tez ich $rednia s3 mniejsze. Jest to przyktad, kiedy to pod katem
sprawiedliwosci mozna rozwigzania oceni¢ jako rownie sprawiedliwe, natomiast pod
wzgledem kryterium wydajno$ci zostalo wybrane rozwigzanie mniej efektywne. Prosty pod
wzgledem implementacyjnym model lexMAX okazuje si¢ wigc nie zawsze wystarczajaco
wydajny, co jest réwniez motywacja do prac nad modelami bardziej efektywnymi w tym
zakresie. Minimaksymalizacja Leksykograficzna byta rozpatrywana w teorii gier, gdzie
zakladala wybor optymalnej strategii przy zatozeniu nieoptymalnej gry przeciwnika.
W zadaniach tego typu zbidr rozwigzan dopuszczalnych jest zbiorem jest wielosciennym
zbiorem wypuktym, a funkcje ocen maja charakter liniowy. Pod tym wzgledem zadania oparte
na analizie gier macierzowych mozna wykorzysta¢ migdzy innymi do analizy zagadnien
projektowania sieci telekomunikacyjnych. W tym obszarze jednak bardzo czgsto ze wzgledu
na ilo$¢ rownan opisujacych ograniczenia wymagane jest zastosowanie metody generacji
kolumn [20]. W problemach tej klasy ilo$¢ ograniczen dla typowego zadania wymiarowania

ro$nie wraz z liczbg weziow sieci 1 potagczen migdzy nimi.
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Modele zakladajace osiggnigcie rozwigzania efektywnego a zarazem sprawiedliwego
mozna traktowac jako szczeg6lny przypadek zagadnienia wielokryterialnego. Mamy bowiem
do czynienia z jednej strony z maksymalizacja rozdzialu zasobow pomi¢dzy poszczegdlnymi
zapotrzebowaniami, rozdziatem badz uzytkownikami systemu zachowujac przy tym mozliwie
najwickszy poziom zadowolenia wszystkich uzytkownikow. Koncepcje rozwigzan
sprawiedliwych zmierzaja wigc w kierunku minimalizacji miar rozbieznosci, nierdownosci ocen.
Rozwigzanie sprawiedliwe pozwala uzyska¢ rowniez inny model optymalizacji nazywany
modelem sprawiedliwosci proporcjonalnej (PF). Jest on czesto stosowany w dziedzinie
telekomunikacji, gdzie istotne jest zroOwnowazenie ruchu na wezlach sieci w sposdb
odpowiednio sprawiedliwy. Wykorzystuje on wilasnosci logarytmow, dzieki ktorym
w stosunkowo prosty sposdob mozna go zapisa¢ w postaci modelu liniowego. Oprdcz tego
dzigki specyficznemu charakterowi monotoniczno$ci funkcji logarytmicznej, ktéra opisuje
warto$¢ poszczegbdlnych alokacji, model optymalizacji zwraca szczeg6dlng uwage na
najmniejsze wartosci funkcji osiagniecia. Model wykorzystuje przydatng w tym przypadku
wlasno$¢ logarytmow zwigzang z tym, ze dziedzing funkcji logarytmicznej sa liczby dodatnie.
Jedng z jego wad jest natomiast brak parametru sterujacego, ktory pozwalatby na uzyskanie
spektrum rozwigzan od najbardziej sprawiedliwego do najbardziej wydajnego. Funkcja

kryterium w tym modelu wyglada nastepujaco:

max Z log(yq) = maxlog(n Ya) (33)

deD deD

Ya = haa, (34)

gdzie:

vq- funkcja kryterium zwracajaca zysk z alokacji 4 jednostek zapotrzebowania na d-tym

zapotrzebowaniu,
hg- liczba jednostek obcigzenia przypisanych do d-tego zapotrzebowania,

r4- zysk z przypisania jednej jednostki obcigzenia na d-te zapotrzebowanie.
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Rozwigzanie modelu PF-fairness gwarantuje osiggni¢cie rozwigzania sprawiedliwego,
to znaczy nie dyskryminujacego zadnego z zapotrzebowan [33]. Dla probleméw zwigzanych
z wymiarowaniem sieci rozwigzanie uzyskane metoda PF posiada wyjatkowa wilasnos¢.
Funkcja logarytmiczna pozwala bowiem na wykorzystanie jej przebiegu w taki sposéb, aby
preferowac¢ mniejsze alokacje zasobow wzgledem wigkszych, rowniez bardziej dochodowych.
Rozwigzanie zapewnia rowniez sprawiedliwo$¢ rozwigzania. Rozwigzanie uzyskane metoda
PF gwarantuje okreslony poziom sprawiedliwosci oraz wigksza wydajnos$¢ niz w przypadku

rozwigzan modeli z grupy MMF.

Modele bazujace na koncepcji sprawiedliwosci proporcjonalnej sg uszczegdétowieniem
szerszej koncepcji znanej jako a-fairness [34]. Stanowi ona zbiér modeli parametryzowanych
przez wspdlczynnik « odnoszacy si¢ do poziomu sprawiedliwosci akceptowalnego

w rozwigzaniu. ROwnania opisujace model wygladaja nastepujaco

yl—a
Z d diaa=0,a #1,

l1-a
Ualy) = 4 4= (35)
Z log(yg)dlaa = 1.
k a=1,..m

W tym miejscu warto przytoczy¢ analizy, ktore zostaly wykonane dla wspoétczynnika
sprawiedliwosci dla wybranych metod sprawiedliwych [1]. Modele oparte na sprawiedliwosci
proporcjonalnej (PF) jak rowniez max-min fairness (MMF) stanowig dwie grupy modeli

sprawiedliwych. Dla pierwszego podejscia zostata okreslona granica, ktora wynosi

2vm
POFpp <1 ——— (36)
m

gdzie m stanowi liczb¢ mozliwych alokacji zasobéw w rozpatrywanej przestrzeni rozwigzan
dopuszczalnych. Dla drugiej grupy modeli istnieje granica, ktora zostata okreslona nastepujaca
nierOwnoscia

4im

POF <l1l———
MMF = (m + 1)2

(37)
Z powyzszych nieréwnosci nalezy wyciagna¢ wniosek, ze gorna granica POF przyjmuje
bardziej atrakcyjne wartosci dla modelu PF.
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2.3 Sformulowanie problemu dla rozdziatu zasoboéw ograniczonych w sieci

W pracy do testowania istniejacych jak rowniez nowo utworzonych modeli
optymalizacji sprawiedliwej oparto si¢ na przyktadzie problemu sieciowego, gdzie zadanie
dotyczy rozdzialu zasobow obcigzenia na wybranych zapotrzebowaniach [35]. Sie¢ jest
szczegdlnym przypadkiem grafu. Z definicji graf jest to zbior wierzchotkow- N oraz taczacych
je krawedzi (nie posiadajgcych zwrotu) E € {(ny,n;):n;,n, € N,n; #n,} lub tukow
(posiadajacych zwrot) L € {(ny,n;):n,,n, € N,ny # n,}. Graf mozna okresli¢c wedtug
podstawowej definicji jako par¢ G = (N,E) lub G = (N,L). Powyzsza definicje mozna
rozszerza¢ o dodatkowe cechy przypisywane krawedziom, jak na przyktad dodanie wag lub
orientacji krawedzi. W pierwszym przypadku przypisania wag moéwimy o grafach wazonych
wierzchotkowo- G = (N,E,w(n)) lub wazonych krawedziowo- G = (N, E,w(e)). Gdy
dodawana jest charakterystyka orientacji potagczen migdzy wierzchotkami, graf nazywany jest
grafem skierowanym (digrafem)- G = (N, L), gdzie L € {(ny,n,):ny,n, € N,ny # n,} jest
zbiorem uporzadkowanych par wierzchotkow (zrédto, ujsécie) 1 jest nazywany zbiorem tukow.
W teorii grafow wyrdzniamy grafy puste, ktore nie posiadajg krawedzi ani lukdéw oraz pelne,
ktére posiadaja wszystkie mozliwe potaczenia. Sieci sa to grafy, ktore posiadajg krawedzie (nie
majace zwrotu) lub tuki (posiadajace zwrot), ktore maja przypisane wagi. Wagami w zaleznos$ci
od grupy dziedziny problemdéw moga by¢ przepustowos¢, czas przejazdu, koszt wyboru, itp.
W odniesieniu do sieci wierzchotki grafu nazywane sg weztami. Topologia sieci jest to wigc
struktura polaczen miedzy wezlami, ktéra jest wykorzystywana w zadaniach zwigzanych

z telekomunikacjg, zadaniami transportowymi czy tez drzewami decyzyjnymi.

Do poje¢ zwigzanych z problemami zwigzanymi z grafami nalezy pojecie $ciezki.
Sciezka, inaczej marszruta, jest to uporzadkowany ciag wierzchotkow, tukéw badz krawedzi.
Gdy w wyznaczonej $ciezce nie wystepuja powtarzajace si¢ wierzchotki, taka Sciezke
nazywamy S$ciezka/marszrutg prostg lub droga, wytaczajac przypadek $ciezki zamknietej, gdzie
wierzchotek poczatkowy jest rowniez wierzchotkiem koncowym. Taki przypadek nazywany
jest cyklem w grafie. Cykl zawierajacy wszystkie wierzchotki grafu nazywany jest cyklem
Hamiltona, a cykl zawierajacy wszystkie tuki grafu nazywany jest cyklem Eulera. Grafy nie
zawierajace zadnego cyklu nazywane sg drzewami. Pojecie spojnosci grafu dotyczy mozliwosci
osiggniecia wybranego losowo wierzchotka z innego losowo wybranego. Jezeli istnieje co
najmniej jedna para wierzchotkow, migedzy ktérymi nie ma mozliwosci wyznaczenia $Sciezki,

innymi stowy istnieje co najmniej jeden wierzcholek izolowany, taki graf nazywany jest
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niespojnym. Wsrod graféw spojnych mozna mowi¢ o réznym stopniu nasycenia grafu
polaczeniami, mozemy méwi¢ o grafach bardziej lub mniej petlnych. Stopien ten jest wprost
proporcjonalny do wartosci $redniego stopnia wierzchotkow czyli sumy tukéw wchodzacych
lub wychodzacych z danego wierzchotka. W pracy problem RZO zostat przedstawiony na
przyktadzie sieci. Sie¢ jest traktowana jako zawezenie wszystkich mozliwych przypadkow
grafow do tych, w ktorych miedzy weztami istniejg tuki (skierowane) lub krawedzie
(nieskierowane) majace przypisane do siebie okreslone wagi. W teorii rozrézniamy nastgpujace

klasy trudno$ci probleméw obliczeniowych:

e problemy P, gdzie znalezienie oraz sprawdzenie rozwigzania moze zosta¢ wykonane
maksymalnie w czasie wielomianowym,

e problemy NP- zupelne, w ktéorych sprawdzenie rozwigzania moze nastgpié
maksymalnie w czasie wielomianowym, natomiast jego znalezienie w czasie dluzszym
niz wielomianowy,

e problemy NP- trudne, dla ktorych znalezienie rozwigzania odbywa si¢ w czasie
dhluzszym niz wielomianowy (wykladniczym) natomiast sprawdzenie rozwigzania

odbywa si¢ ze ztozonos$cia co najmniej takg jak innego problemu NP.

Rozdzial skonczonych zasobow sieciowych jakimi sg warto$ci sumarycznego
obcigzenia sieci transferem danych, rezerwacji wymaganego pasma pozwalajgcego na
zestawienie potaczenia nalezy do grupy problemoéw NP-trudnych [36]. Jednym z wielu wyzwan
podczas wymiarowania sieci telekomunikacyjnych jest przydzial zasobow sieciowych migdzy
zadanymi wezlami. Zasobami sieciowymi sg wartosci zarezerwowanej przepustowosci dla
zestawionego potaczenia. Jednym ze sposobow wykorzystywanych do tego celu jest
formulowanie zadania programowania liniowego [37]. W niniejszej pracy skupiono si¢ na
optymalizacji przydzielenia zasoboéw (pojemnosci, przepustowosci lacz) dla zadanych
przeplywow na danych $ciezkach w grafie nieskierowanym. Dodatkowo waznym elementem
zadania jest fakt, ze §ciezki dzielg miedzy sobg ograniczone zasoby przepustowosci, co wptywa
na zaistnienie problemu decyzyjnego. Do rozwigzania problemu nalezy przyjaé, w jaki sposob
powinna zosta¢ opisana topologia sieci i zalezno$ci migdzy weztami i tukami [38]. Szeroko
stosowane s3 dwa gléwne podejécia nazywane sformutowaniami wezet-tuk (NL, z ang. node-
link) lub tuk-§ciezka (LP, z ang. link-path). R6znig si¢ one miedzy sobg gléwnie sposobem
tworzenia macierzy incydencji, w ktorych okreslane sa przy pomocy wartosci logicznych
(prawda / falsz), czy z danego wezta wychodzi lub wchodzi okreslony tuk (formuta wezet-tuk)
lub, czy do danej drogi nalezy okre$lony tuk (formuta $ciezka-tuk). Podejscie NL,
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wykorzystane przy badaniu metod sprawiedliwej optymalizacji przeplywow w sieci ro6zni si¢
od sformulowania LP réwniez wymaganymi ograniczeniami, zwigzanymi z zapewnieniem
przeplywu strumienia dla zadanych zapotrzebowan migdzy zrédtami a ujaciami. W przypadku

pierwszej z wymienionych sg to trzy gldéwne zatozenia, ktore dotycza:

e zachowania strumienia wyptywajacego z wezla poczatkowego,
e zachowania strumienia wplywajacego do wezta docelowego,
e zachowanie rownowagi pomi¢dzy strumieniem wplywajacym oraz wyptywajacym

z wezla posredniczacego.

Powyzsze zatozenia dotycza kazdego z zadanych zapotrzebowan oraz dla kazdego
wezta. Dla podejscia tuk-$ciezka nalezy przygotowaé wczesniej zbidr wszystkich $ciezek
mozliwych do wykorzystania przez zadane zapotrzebowania. Jako$¢ rozwigzania bezposrednio
zalezy wigc od rzetelno$ci wykonania procesu przetworzenia danych w celu wygenerowania
wszystkich mozliwych $ciezek w sieci. W modelu tym mozna tez tak generowac $ciezki, aby
uniemozliwi¢ rozwidlanie si¢ przeplywow w sieci. Zaréwno notacja NL jak i LP wykorzystuje
zmienne o warto$ciach logicznych zawarte w macierzach incydencji. W pierwszym przypadku
wyroznia si¢ macierz incydencji we¢zldw z tukami. W notacji LP tworzone sa macierze
incydencji tukow ze Sciezkami. W sieciach, gdzie wystepuje znaczaco wigcej tukow niz
weztow, notacja LP wymaga wigc wiekszego naktadu pracy w celu poprawnego przygotowania
modelu. Po doborze jednego ze sposobow opisu struktury sieci nalezy podjac decyzje zwigzang
z charakterystyka zapotrzebowan pod katem mozliwosci rozwidlania si¢ $ciezek. Aby
rozwigzanie mogto zosta¢ przetozone na rzeczywisty wynik, nalezy posiada¢ wiedze na temat
tego, czy przesylane pakiety nalezace do danego zapotrzebowania moga by¢ po drodze
rozdzielane, czy musza by¢ nadawane w okreslonej kolejnosci, czy wystepuja jakies priorytety
lub inne dodatkowe ograniczenia. Kazdy z wybranych kierunkéw formutowania modelu,
wplywa istotnie na budow¢ modelu optymalizacji. Waznym zatozeniem jest rowniez ustalenie,
jakiego typu zmienne moga by¢ zwracane w modelu. Niewatpliwie najczesciej zaktada sie
ciggly charakter zmiennych, co pozwala uniknaé potrzeby definiowania dodatkowych

ograniczen, ktore sg niezb¢dne do zapewnienia warunku catkowito-liczbowo$ci zmiennych.
W problemie przydziatu ograniczonych zasobow obcigzen na zadany zbidr Sciezek,

ktorymi sg pary zrédto-ujscie, nalezy zatozy¢ okreslony zysk z alokacji jednostki obcigzenia

przydzielonego dla danej $ciezki (danego tuku). Takie zalozenie pozwala lepiej zauwazy¢

rozbiezno$¢ miedzy maksymalizacja kryterium catkowitego przychodu z alokacji obcigzenia
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oraz kryterium réwnego przydzialu zasobow sieciowych miedzy kazdym zapotrzebowaniem,
szczegllnie tym mniej dochodowym. Dla tak postawionego problemu decyzyjnego
podstawowe algorytmy maksymalizacji funkcji kryterium (dochodu) okazuja si¢ nie do
przyjecia, poniewaz moga prowadzi¢ do sytuacji ,,zagtodzenia”, czy tez ,,blokowania” $ciezek
mniej atrakcyjnych zpunktu widzenia tego kryterium [39]. Rozwigzanie problemu
optymalizacyjnego polegajacego na maksymalizacji wprost catkowitego przychodu z alokacji
obcigzenia jest zadaniem prostym zarowno do sformutowania, jak réwniez do implementacji
w postaci modelu liniowego. Podobnie wyglada sytuacja w przypadku maksymalizacji stopnia
,rownomiernosci rozktadu”, czy tez maksymalizacji zapotrzebowan najmniej dochodowych.
Do implementacji takich algorytmow stuza wyspecjalizowane i zaprojektowane pod tym katem
srodowiska optymalizacyjne, wykorzystujace algorytmy, ktére w krotkim czasie pozwalaja
uzyskac¢ rozwigzanie optymalne. Na rynku mozna znalez¢ rozwigzania komercyjne (IBM ILOG
CPLEX, AMPL, MATLAB, LINDO, AIMMS, Gurobi, inne), jak rowniez wolno-dostepne
(GUSEK, Pyomo, Scipy, inne). Kazde ze §rodowisk cechuje si¢ charakterystyczng dla siebie

sktadnia jezyka pozwalajacego na zapis modeli matematycznych.

Model problemu, ktéry jest rozwigzywany przy pomocy wybranych srodowisk
optymalizacyjnych oraz narzedzi programistycznych, wchodzi w sktad Systemu Wspomagania
Decyzji (SWD), ktoéry pelni czesto gtowna role w funkcjonowaniu przedsigbiorstwa. Ogdlnie
pojecie to jest rozumiane jako zautomatyzowane $rodowisko wspomagajace podejmowanie
lepszych, bardziej optymalnych decyzji, w zaleznosci od wybranego obszaru i przedmiotu
dziatan. Definicja SWD moze rowniez si¢ rozni¢ w zalezno$ci od zasiegu czasowego
podejmowanych decyzji imoze dotyczy¢ decyzji strategicznych, taktycznych oraz
operacyjnych. Decyzje strategiczne s3 to decyzje dalekosiezne, ktérych efektoéw powinniSmy
si¢ spodziewa¢ w dalekim zasiggu czasowym - powyzej roku, a czesto utozsamiane sg
z decyzjami okre$lajacymi kierunki dzialania przedsigbiorstwa. Przedzial ten odpowiada
krétszemu okresowi dla dwoch kolejnych typow izwyklo si¢ okresla¢ decyzje o zasiegu
ponizej 12 miesigcy jako decyzje taktyczne, a operacyjne jako decyzje zwigzane z biezacym
funkcjonowaniem przedsiebiorstwa. Procesy decyzyjne zwigzane zréznymi obszarami
W organizacji czesto zalezg od siebie tworzac, czesto trudne do przewidzenia na pierwszy rzut
oka pociggane za sobg skutki. Jednym ze sposobow ustrukturyzowania oraz utatwienia
obserwacji badanego systemu jest tworzenie drzew decyzyjnych, ktére przedstawiaja w formie
graficznej istniejace zaleznosci migdzy poszczegdlnymi stanami elementow sktadowych

systemu. Innymi formami zapisu struktury systemu sg tabele oraz jezyki strukturalne, ktore
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pozwalaja na przykitad na analize efektow podjecia okreslonej decyzji na poszczegoOlne
elementy systemu (analiza if-else). Gdy w organizacji przeptyw strumieni informacji jest
mozliwie najbardziej dokladnie opisany, mozliwe jest rdwniez wykorzystanie systemow
analitycznych klasy Business Intelligence. Umozliwiajg one wizualizacj¢ w formie graficznej
(wykresow, tabel, histogramow, statystyk, prognoz) zagregowanych miar zwigzanych

z funkcjonowaniem przedsigbiorstwa.

Podjecie decyzji stanowi znaczacy problem w przypadku, gdy pociagga ona za sobag
rozne skutki w odniesieniu do uzaleznionych obszarow decyzyjnych, zwlaszcza gdy sa one
wzgledem siebie przeciwstawne [40]. Przykladem moze by¢ problem alokacji ograniczonych

zasobow przepustowosci potaczenia, gdy jest ono wspotdzielone (Rys. 2).

Rys. 2 Przykiad wspotdzielenia tqczy I3 przez Zqdania di oraz d>.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Przyjmujac zatozenie, w ktorym przepustowos¢ linii (krawedzi) /3 jest mniejsza zarowno od
przepustowosci /; oraz /2, rozwazmy problem alokacji obcigzenia na zapotrzebowania d; oraz
d>. Kazda jednostka obcigzenia przypisana do zapotrzebowania przynosi zysk. Gdy warto$¢
zysku jednostkowego bedzie inna, rozwigzanie optymalne zwrdci wynik, w ktorym cala
dostgpna warto$¢ obcigzenia zostanie przypisana na sciezce bardziej zyskownej, dyskryminujac
tym samym $ciezk¢ mniej atrakcyjng. O ile kryterium zwigzane z maksymalizacja zysku jest
trywialne w sensie zapisu (jest to iloczyn zysku jednostkowego przypisanego do danej $ciezki
oraz ilosci obcigzenia przydzielonego do niej), to drugie =z kryteriow, dotyczace

sprawiedliwos$ci rozwigzania wymaga glebszych rozwazan [11], [41]. W pierwszym kroku
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zdefiniujmy samo pojecie sprawiedliwosci. Czesto utozsamiane jest ono niestusznie z pojeciem
réwnosci. Przytoczony zosta¢ moze przypadek rozkltadu ocen w klasie otrzymanych
z przeprowadzonego testu. Gdy kazdy z ucznidow dostanie doktadnie tg samg oceng, ich rozktad
bedzie idealnie réwny, natomiast na pewno nie bedzie sprawiedliwy, zaktadajac ze uczniowie
W momencie pisania testu nie posiadali doktadnie takich samych umiejetnosci. W odniesieniu
do alokacji ograniczonych zasobdw, sprawiedliwos¢ jest trudniejsza do zdefiniowania [42],

[43]. W tym celu czesto kieruje si¢ nastgpujacymi zatozeniami dla miary sprawiedliwosci:

e wynik, w ktérym co najmniej na jedno z zapotrzebowan przydzielane jest 0 jednostek
zasoboOw, nie jest rozwigzaniem silnie sprawiedliwym,

e sprawiedliwos$¢ rosnie wraz ze wzrostem minimalnej wartos$ci alokacji zasoboéw na
zapotrzebowaniach bez uwzglednienia parametrow wptywajacych na ich atrakcyjnosc

(np. zyskow jednostkowych).

Jednym ze sposobow jest sztywne dopisanie ograniczenia na warto§¢ minimalng alokacji na
wybranym zapotrzebowaniu. Ten prosty sposob nie daje jednak miarodajnych efektow.
Wymaga réwniez od decydenta wiedzy na temat warto$ci minimalnej, ktora w wigkszosci
przypadkow jest trudna do oszacowania. Glownym obszarem badan w pracy jest problem
alokacji ograniczonych zasobéw (RZO) na zadanych zapotrzebowaniach. Jednym z obszarow,
gdzie taki problem decyzyjny wystepuje, jest rozdziat obcigzen w sieci. Podobnie jak
wickszos¢ probleméw decyzyjnych wymaga w pierwszej kolejnosci przedstawienia
ograniczen, jakie musi spelnia¢ model optymalizacji [44]. Zaczynajac od podstawowych
wymagan, jakie musi speinia¢ poprawnie dziatajacy system oparty na sieci, kazde obcigzenie
tacza nie moze by¢ wigksze niz jego przepustowos$¢. W przypadkach $wiattowodow
sprowadza¢ si¢ to moze do ograniczonych mozliwosci interfejsow, ktore czgsto determinuja
wartos$ci graniczne. W przypadku innych technologii problem moze sta¢ po stronie fizycznych
ograniczen samego medium. Doktadne badanie przepustowosci odpowiednich elementow
sktadowych sieci nie jest jednak gldéwnym tematem pracy. W pracy potozono w gtéwnej mierze
nacisk na istot¢ problemow alokacji zasoboéw ograniczonych, gdzie moze wystapi¢ zjawisko
wspoldzielenia tych zasobow. Jest to dos¢ czesty przypadek, ktory prowadzi do blokowania
mniej wydajnych zapotrzebowan w sieci. Glownym celem nowo opracowanych modeli

optymalizacji liniowej jest zatem zaproponowanie rozwigzania tego problemu.

Zagadnienia zwigzane ze sprawiedliwoscig w sieciach telekomunikacyjnych dotycza

najczesciej przypadku obstugi ruchu w sieci. Podstawowym problemem sieciowym jest

36



rezerwacja zasobow na potgczeniach zestawionych miedzy parami weztow. Gdy potaczenia nie
wspotdziela miedzy soba zasobow takich jak tuki, zadanie jest trywialne i sprowadza si¢ do
alokacji zasobow réwnych co do wielko$ci pojemnosci najmniej pojemnego tuku lub
posredniego wezta. W przypadku wspoétdzielenia co najmniej jednego tuku przez zestawione
w sieci polagczenia istnieje juz mozliwos¢ blokowania jednego znich. Méwiac dokladniej,
ilekro¢ pojemnos$¢ zasobdw sieciowych, takich jak tacza czy wezly, nie jest wystarczajaca do
obstugi catego ruchu na jaki jest zapotrzebowanie, okreslong cze¢s¢ ruchu nalezy odrzucic.
Pojawia si¢ wigc naturalne pytanie, jakg decyzje nalezy podja¢, aby rozwigzanie uwzgledniato
maksymalne wykorzystanie taczy oraz taki podziat ruchu miedzy uzytkownikow sieci, aby
zostal zachowany wymagany poziom sprawiedliwos$ci rozwigzania. Tego typu problemy
powstaja na przyktad w przypadku dostgpu do zasobéw wideo, ktore moga byé serwowane
uzytkownikom na r6znym poziomie jakosci. Gdy istnieje pojedyncze zrdédto zasobu, ktory jest
udostgpniany okreslonej grupie uzytkownikéw, waskim gardlem jest najczesciej serwis
udostepniajacy te tresci. Problem zwigzany z alokacja zasobow na zapotrzebowania, ktoérymi
w tym przypadku sg klienci ustugi, nazywany jest problemem zréwnowazenia ruchu (ang. Load
Balancing problem). Innym przyktadem zadania zwigzanego z ta grupg jest przypisanie zadan
do maszyn, ktore musza je wykona¢ w najkrétszym czasie. W teorii wymieni¢ mozemy dwie
podgrupy takich problemoéw. W pierwszym przypadku zatézmy, Ze kazda maszyna posiada
taka samg wydajno$¢ oraz kazde zadanie jest tak samo pracochlonne. W przypadku takich
problemow zadanie sprowadza si¢ do optymalizacji funkcji kryterium, ktéra ma na celu
minimalizacje maksymalnej liczby zadan przypisanych do kazdej zmaszyn. W drugim
przypadku, bardziej ogdlnym zadania posiadajg r6zng pracochtonno$é. Tego typu klasa zadan
nalezy juz do grupy zadan NP-trudnych, natomiast rozwigzanie mozna uzyskaé¢ przez
zastosowanie najpierw algorytmu Megiddo, pozwalajacego na optymalizacje rozdziatu
utamkowego. W dalszej kolejnosci w celu uzyskania optymalnie sprawiedliwego przypisania
rézno-pracochtonnych zadan do zbioru maszyn algorytmu Lenstra, Shmoys’a oraz Tardos

opisanego w literaturze [45].

Oprécz opracowanego modelu optymalizacji sprawiedliwe] w wersji bazowej nalezy
rowniez pamieta¢ o okresleniu ograniczen, ktore muszg zosta¢ wprowadzone, aby proces
optymalizacji bazowal na zbiorze rozwigzan dopuszczalnych. W przypadku probleméw RZO
takimi ograniczeniami moze by¢ limit na posiadane zasoby lub maksymalna pojemnos¢
poszczegdlnych miejsc potencjalnych alokacji tych zasobdéw. W przypadku probleméw

zwigzanych z produkcjg oraz dystrybucjg towarow takimi ograniczeniami bedzie zdolnos¢
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produkcyjna wybranych towaréw, ograniczenie na czas pracy poszczegélnych punktow, gdzie
towary moga by¢ produkowane, zdolno$ci magazynowe punktow posredniczacych, wartosci
zapotrzebowan u zadanych odbiorcow, itp. W odniesieniu do probleméw wymiarowania sieci,
ktore sg przedmiotem badan, nalezy zdefiniowac ograniczenia, ktore pozwalajg na okreslenie
topologii sieci oraz ograniczenia na pojemnosci poszczegolnych taczy [38]. W rozpatrywanym
przyktadzie RZO dla wymiarowania sieci przyj¢to nastgpujace oznaczenia. Jako
zapotrzebowanie d,; rozumiane jest wymaganie ruchowe o okreslonej wartosci z s-fego wezta
okreslanego réwniez jako zrédto do #-tego wezta okreslanego jako ujs$cie. Rozpatrywana sie¢
moze by¢ rozpatrywana jako graf nieskierowany lub skierowany. W pierwszym przypadku
bezposrednie tacza miedzy wezlami nie posiadajg zwrotoéw inazywane sg krawedziami,
natomiast w drugim przypadku te potaczenia nazywane sga tukami iposiadaja zwroty.
W wigkszosci przypadkow podejscie pierwsze, stosuje si¢ gdy pojemnos¢ tacza w jednym
1w drugi kierunku jest rowna. Grafy skierowane stosuje si¢ tam, gdzie kierunek przeptywu
informacji ma znaczenie, na przyklad wsieciach telekomunikacyjnych. Sieci
telekomunikacyjne staja w dalszym ciggu w obliczu rosngcego popytu na wiele ushug.
Rzeczywisty problem decyzyjny pojawia si¢ w przypadku zapotrzebowania na wielko$ci
strumienia ruchu, jaki powinien zosta¢ wpuszczony do sieci oraz sprecyzowanie, w jaki sposob
nalezy ten ruch rozmiesci¢ w dostepnej topologii sieci. W badanym problemie zaktadamy, ze
w sieci pojawiaja si¢ rownolegle zapotrzebowania na zestawienie potgczenia, ktére musi
spelnia¢ okreslone wymagania jakosciowe. Dodatkowo, zalozenie zréznicowanych jednostek
zysku z alokacji obcigzenia na rozpatrywanych $ciezkach pocigga za sobg niebezpieczenstwo
blokowania tych mniej atrakcyjnych z powodu wspotdzielenia wybranych taczy. Dlatego
problem polegajacy na okre$leniu, ile ruchu na kazdym zapotrzebowaniu (strumien ruchu)
powinno zosta¢ wpuszczone do sieci oraz w jaki sposdb dopuszczony ruch powinien by¢
kierowany przez sie¢, aby spelni¢ wymagania zwigzane z wysokim wykorzystaniem sieci
i zagwarantowa¢ sprawiedliwos¢ uzytkownikom, jest jednym z najtrudniejszych problemow
wspotczesnego projektowania sieci telekomunikacyjnych. Problem zwany zazwyczaj
wymiarowaniem sieci zwigzany jest z planowaniem rozmieszczenia zasobow sieciowych
(przepustowos¢ weztow, przepustowos¢ taczy itd.). Wymiarowanie sieci telekomunikacyjnych
wymaga alokacji przeptywow (obcigzen, przepustowosci) do danych zadan ruchu dla weztow
zrédlowych oraz docelowych. Przeplyw jednostek przypisany do danego zapotrzebowania
wigze si¢ z przychodem, ktory moze by¢ rozny dla réznych wymagan [46]. Aby opisa¢ zadanie,

mozna je zdefiniowac jako $ciezke. Sciezka migdzy dwoma weztami w sieci, gdzie pierwszym
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jest zrédto, adrugi jest ujsciem. Mozliwe jest zdefiniowanie $ciezki na dwa sposoby.
Pierwszym sposobem jest zdefiniowanie §ciezki jako ciag kolejnych tukéw. W tym przypadku
$ciezka jest uprzednio zdefiniowana i niemozliwe jest rozdzielanie si¢ przeptywu w kolejnych
weztach. W przypadku, kiedy wymiarowanie sieci dopuszcza rozdzielania si¢ strumienia,
nalezy przyja¢ inng strategie. Istnieja dwa modele, ktére pozwalajg na spetienie tych zatozen.
Podczas wymiarowania sieci do oceny jakosci rozwigzania stosowana moze by¢ miara sumy
alokacji jednostek obcigzenia badz jej warto$¢ srednia. Moze by¢ nig réwniez inna miara taka
jak mediana, warto§¢ maksymalna, minimalna i wiele innych w zaleznos$ci od specyficznych
preferencji decydenta badz tez charakteru zadania optymalizacji. Gdy rozpatrywany problem
zaklada przychod zalokacji tych zasobow, dodatkowo wartosci jednostek alokacji
przemnozone przez zatozone zyski jednostkowe, moze okaza¢ si¢ dobra do opisu kryterium
wydajnosci systemu. Drugim czynnikiem branym pod uwage jest kryterium sprawiedliwosci.
W problemach RZO zawsze to kryterium staje w opozycji do kryterium wydajnosci. Dobrze

zaprojektowany model powinien uwzglednia¢ w zadanym stopniu obydwa te kryteria.

Do pracy zmodelami sieci niezbedne jest réwniez wprowadzenie informacji o
strukturze sieci. Do tego wykorzystywane sg wczesniej wymienione podejscia wezet-tuk (NL)
lub tuk-$ciezka (LP). W notacji NL kazde zapotrzebowanie moze ulega¢ rozdzielaniu. Kazdy
wezel sieci moze stanowié¢ punkt, gdzie $Sciezka nalezaca do wybranego zapotrzebowania
ulegnie rozwidleniu lub miejsce, gdzie strumienie podzielonych gatezi $ciezki beda si¢ zbiegad.
W podejsciu LP nalezy pamigta¢ o wezesniejszym przetworzeniu danych pod katem generacji
sciezek, ktore moga taczy¢ wybrane pary weztow sieci. Tego typu dane przechowywane sg
w macierzy incydencji $ciezek oraz lukow zawierajacej warto$ci binarne zwracanej przez
parametr 8, przyjmujgcy warto$¢ 1 w przypadku, gdy /-ty tuk zawiera si¢ w p-tej $ciezce oraz

z 0 w przeciwnym przypadku.

Jako zmienne decyzyjne mozna przyja¢ wartosci obcigzen na poszczegolnych tukach,
zwigzane z okreslonym zapotrzebowaniem (x;;). Zmienne decyzyjne moga przyjmowac
warto$ci catkowite, ciggle lub binarne (na przyktad w przypadkow probleméw zwigzanych
z szukaniem najkrétszej drogi liczonej jako liczba przeskokéw w $ciezce). Ograniczenia na

przepustowos¢ poszczegolnych taczy moga zostaé zapisane w nastgpujacy sposob

ledSCl,VlEL (38)

deD
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Oprocz powyzszego ograniczenia nalezy rowniez okresli¢, w jaki sposob ruch w sieci moze
ptyna¢. Do okreslenia topologii sieci mozna wykorzysta¢ dwie znane notacje. Notacja NL
bazuje na wykorzystaniu macierzy incydencji wezlow oraz tukow sieci. W formie

matematycznej ograniczenia sg zapisywane w nastepujacy sposob

Z AniXyqg — Z buixig =

leL leL

0 dlan#s4t;,Vn €N, (39)

{ h; dlan = sy,
_hd dlan = td'

Powyzsze rownanie zapewnia rowno$¢ pomiedzy sumarycznym ruchem wchodzacym
oraz wychodzacym z wezta posredniczacego zapewniajac przeptyw. W notacji NL wystepuja
macierze incydencji (ap)nier i (bni)nie, zawieraja wartoSci logiczne, oznaczajace
okreslajace odpowiednio przypadek, kiedy /-te tacze wychodzi z n-tego wezta lub wchodzi do
n-tego wezta. Pojemnos¢ /-tego tacza jest oznaczona jako c;. Ograniczenie pozwala rOwniez na
wymuszenie ruchu wychodzacego zwezta poczatkowego rownego badanej wartosci
zarezerwowanej przepustowosci na ruch dla zadanego zapotrzebowania oraz gwarancje

przyjecia tej wartosci w wezle koncowym (hy).

W notacji LP sformulowanie ograniczen odnosi si¢ do innych elementow sieci.
incydencji migdzy tukami oraz mozliwymi $ciezkami, ktore mozna zorganizowa¢ pomiedzy

zadanymi parami we¢ztéw. Mozna je przedstawi¢ nastepujaco

Z z Sipxp < ¢ (40)

LleL peP

gdzie:
. _ {1, gdy | — ty tuk nalezy do p — tej Sciezki
» 710, gdy | — ty tuk nie nalezy do p — tej $ciezki

Do powyzszego sformulowania przyjeta zostala inna interpretacja zmiennych
decyzyjnych. W odrdznieniu do podejscia NL, ich warto$ci odnoszg si¢ do wielko$ci obcigzen
na odpowiednich zapotrzebowaniach, anie na tgczach. Sformulowanie LP nie wymaga
wprowadzania ograniczen na pojemnos$¢ taczy, co rowniez wplywa na uproszczenie samego
procesu optymalizacji zmniejszajac ztozono$¢ obliczeniowa, jednak to podejScie wymaga
wstepnego przetworzenia danych wejsciowych. Dla kazdej pary weztow w postaci zrddto-
uj$cie nalezy znalez¢ mozliwie najwigcej mozliwych potaczen. Liczba wygenerowanych

potaczen wplywa tutaj bezposrednio na jakos$¢ rozwigzania. W notacji LP topologia sieci jest
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opisana za pomocg macierzy (0p;)pep, el Zawierajgcej wartosci logiczne okreslajgce, czy I-te
tacze nalezy do p-tej $ciezki 1 przyjmujacej w takim przypadku wartos¢ 1. Wprowadzono tutaj
rowniez ograniczenie, ktoére zapewnia przypisanie odpowiedniej wartosci obcigzenia do
zmiennej x;, ktéra odpowiada wartosci alokacji na /-tym tuku. Wystepujaca w nim wartos¢
logiczna macierzy (¢pq)pep,aep Okresla, czy p-ta Sciezka moze by¢ uzyta do obstugi d-tego

zadania. Rozwazmy przyktad $ciezki zbudowanej z trzech taczy tak jak na ponizszym rysunku.

Ny —_— n- _ Nq

l4— N4

Rys. 3 Struktura przyktadu ilustrujgcego problem alokacji zapotrzebowan na przepustowos¢ na zdefiniowanych

sciezkach.

Zrédto: opracowanie wiasne.

Dla przedstawionego przyktadu zdefiniowany jest zbior czterech drog P € { pi, p2, ps,
p4 }, dla ktérych nalezy rozdysponowaé obcigzenie taczy zawartych w zbiorze L € {I;, [2, I3}.
Drogi zdefiniowane sa nastepujaco: p;={ I; }, p2={ I2}, ps={ I3}, p+={ 11, 2, I3 }. Waznym
ograniczeniem zadania jest maksymalna pojemnos¢ taczy, ktora oznaczona zostata jako ¢ (I €
L). Calkowity przeplyw realizowany przez wszystkie $ciezki zawierajagce w sobie /-ty tuk nie
moze by¢ wiekszy niz pojemnos$¢ tej krawedzi. Rozwazmy rowniez zadanie polegajace na
maksymalizacji sumy przepustowosci, jaka nalezy zapewni¢ p-fej drodze. Dla dodatkowego
uproszczenia problemu przyjeto rowne wartosci pojemnosci dla kazdej krawedzi grafu ¢;=10
jednostek. Dla tak trywialnego zadania fatwo zauwazy¢, ze optymalnym rozwigzaniem bedzie
przypisanie wartosci 10 jednostek drodze p;, p> oraz p; natomiast przypisanie wartosci 0
jednostek dla drogi ps. W praktyce rozwigzanie to zablokuje catkowicie jakikolwiek przeptyw

bezposredni z wezta n; do ny. Nalezy wiec rozwazy¢ mozliwo$¢ przydzielenia okreslonej
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wielkos$ci przepustowosci do drogi ps. Kazda jednostka przydzielona do tej drogi powoduje
jednak zmniejszenie warto$ci funkcji celu o trzy jednostki. Zaobserwowac tutaj mozna realny
konflikt pomigdzy rozwigzaniem maksymalizujacym oczekiwany zysk z przepuszczonego
zapotrzebowania o maksymalnej warto$ci, a rozwigzaniem sprawiedliwym. Wielko$ci te sg
odwrotnie proporcjonalne. Dla problemu jednokryterialnego, maksymalizujgcego catkowity

przychdd funkcja kryterium posiada nastepujaca postac

max z z Xpd Ta (41)

deD peP

gdzie:

P- zbiér Sciezek w grafie, dla ktorych nalezy dobra¢ warto$ci rezerwowanych

przepustowosci,
D- zbior zapotrzebowan na rezerwacj¢ przepustowosci,

Xpq- zmienna decyzyjna okreslajgca warto$¢ przeptywu na p-fej Sciezce nalezacej do d-

tego zapotrzebowania,
r4- warto$¢ przychodu z alokacji jednostki obcigzenia na d-tym zapotrzebowaniu.

Do analiz w pierwszej kolejnosci wykorzystano dane, ktore opisuja sie¢ szkieletowa
Polski zbudowang z dwunastu we¢ztow oraz osiemnastu krawedzi (trzydziestu szesciu tukow).
Sie¢ szkieletowa taczy gtowne ciggi telekomunikacyjne zapewniajac zréwnoleglenie dla
kazdego potaczenia. Sa to lacza zbudowane na bazie infrastruktury $wiattowodowe;j.
Kompletny graf wraz z rozmieszczonymi we¢ztami oraz etykietami lukow sieci przedstawiono
na rysunku ponizej (Rys. 4 oraz Rys. 5). W analizach przyjeto zalozenie, ze cata infrastruktura
przedstawiona przy pomocy grafu nalezy do jednego operatora, atacza majg charakter
skierowany, to znaczy moga posiadac r6zng przepustowos¢ w dwoch przeciwnych kierunkach.
Jako kolejne parametry przyjeto pojemnos¢ tuku - ¢;, gdzie / jest indeksem tuku grafu (lacza)
oraz zysk z alokacji jednostki obcigzenia zwigzanego z d-tym zapotrzebowaniem - r4. Jako
zmienne decyzyjne przyjeto wartos$ci obcigzen na /-tego tuku x;. Z parametrami wejsciowymi

zwigzane sg rowniez zbiory wartosci tych parametréw (wektory) takie jak:

e N- zbior wezlow, gdzie n; — i-ty wezet sieci,

e - zbidr tukéw, gdzie /; — i-ty tuk sieci,
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e R- zbidr wartosci przychodow jednostkowych z rezerwacji przepustowosci na d-tym
zapotrzebowaniu,

e D- zbidr zapotrzebowan na obcigzenie mi¢dzy parg weziow,

e (- zbior pojemnosci tukéw sieci, gdzie ¢;— pojemnos¢ [-tego tuku,

e §- zbior zrodel przyporzadkowanych do d-tego zapotrzebowania,

e T- zbidr ujs¢ przyporzadkowanych do d-tego zapotrzebowania,

e P- zbidr Sciezek umozliwiajacych alokacje zapotrzebowania, wykorzystywany

w notacji tuk-$ciezka.

Rzeszéw

Rys. 4 Topologia sieci rozpatrywanej w zadaniu optymalizacyi.
Zrodto: opracowanie wiasne.

Problem dotyczy alokacji obcigzen na zadanych zapotrzebowaniach, ktére sa
zdefiniowane jako pary weztéw zrodto-ujscie. Zostaty one tak dobrane, aby mogla nastapic¢
sytuacja naktadania si¢ $ciezek, tj., aby wystepowaly tacza lub ich fragmenty wspoétdzielone
przez $ciezki. Przyjeto réwniez zatozenie, ze przeptyw strumienia danych zachodzi w dwie
strony. Zapotrzebowania/zadania posiadajgce zrdéznicowane wartosci zyskow jednostkowych
zostaty zilustrowane ponize;j.
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Rys. 5 llustracja zadanych zapotrzebowan na alokacje obcigzen w zadanej sieci.

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Zadanie optymalizacyjne polega na alokacji maksymalnie duzej wartosci sumarycznej
zasobow sieciowych (obcigzen, przepustowosci) na zapotrzebowaniach przy zachowaniu
ograniczen na pojemnos$¢ potaczen miedzy weztami sieci. Przydziat kazdej jednostki
obcigzenia na zapotrzebowaniu przynosi okreslony zysk. W procesie alokacji zasobow

ograniczonych wystepuje wiec zjawisko konkurowania ze sobg zapotrzebowan.
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2.4 Modele optymalizacji bezposredniej dla problemu RZO

Do modeli zwigzanych z problemem optymalizacji sprawiedliwej zaliczamy mi¢dzy
innymi modele Uporzadkowanych Srednich Wazonych (OWA — ang. Ordered Weighted
Averages), Punktu Odniesienia (RPM — ang. Reference Point Model) oraz model
sprawiedliwosci proporcjonalnej (PF). Modele te wykorzystuja miary sprawiedliwos$ci, ktore
ktada szczegolny nacisk na zapotrzebowania najbardziej oddalone od $redniej. Wykorzystuja
one miary réwnomiernosci rozkladu, ktére bazuja na analizie k-najwigkszych (lub
najmniejszych) wartosci poszczegdlnych funkcji odnoszacych si¢ do kolejnych alokacji
zasobow. Aby uwzgledni¢ w procesie optymalizacji kryterium sprawiedliwo$ci nalezy czesto
zastosowa¢ odpowiednie modyfikacje. W pracy przedstawiono rézne koncepcje tworzenia
modeli sprawiedliwych. Ich poréwnania dokonano w kilku krokach wybierajac modele parami,
wybierajac rozne podejscia do opisu topologii sieci. Kolejno dokonano poréwnania modeli

OWA oraz RPM. Wymienione modele przetestowano na przyktadzie sieci telekomunikacyjne;.

Podczas wymiarowania sieci napotyka si¢ problem rozdziatu zasobdéw lacz na zadane
zapotrzebowania realizacji potaczen o okreslonej jakosci [47]. Mozna wykorzysta¢ w tym
problemie sprawiedliwe modele optymalizacyjne. Latwo jest sobie wyobrazi¢, ze przy
realizacji zadan na przeptyw danych w sieci moze zaistnie¢ problem podzialu ograniczonego
zasobu potaczen, jakim jest przepustowos¢ [48]. Upraszczajac problem optymalizacji do
maksymalizacji efektywnos$ci, mozliwe jest uzyskanie rozwigzania, ktore dyskryminuje mnie;j
wydajne zapotrzebowania blokujac je. Tak jest, gdy w sieci sg lacza do wigcej niz dwoch
roznych $ciezek o réznych przychodach jednostkowych. W takim przypadku rozwigzanie
maksymalizujace catkowity zysk przydzielitoby caly mozliwy tadunek na $ciezce bardziej
dochodowej. Sytuacja, w ktérej przynajmniej jedno zadanie jest zaglodzone (przyjmuje
warto$¢ 0 zarezerwowane] przepustowosci), sprawia ze wspomniany przyktad jest nie do
zaakceptowania pod wzgledem sprawiedliwosci. Metodami pozwalajgcymi  uzyskaé
sprawiedliwe 1 bardziej efektywne rozwigzanie sa na przyktad proporcjonalna sprawiedliwo$é¢
(PF), metoda uporzadkowanych srednich wazonych (OWA), metoda punktu odniesienia (RPM)
lub inne [49]. Zwykle do oceny rzetelnosci alokacji zasobow shuza miary nierownosci.
W szczegbdlnosci wspotczynnik Giniego, ktory jest wykorzystywany w badaniach w celu
liczbowego okreslenia nieréwnomiernos$ci rozktadu doébr. Indeks rowny 0 daje informacje o
petnej rownosci rozktadu i ro$nie do 1, podczas gdy nier6wnos$¢ dystrybucji wzrasta. Ta miara
postuzyla miedzy innymi jako wspotczynnik sprawiedliwosci  optymalizowany
w opracowanych ilorazowych modelach optymalizacji liniowe;.
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Problemy alokacji ograniczonych zasobdéw na zapotrzebowania moze dotyczy¢ wielu
zadan optymalizacyjnych. Mozna do tej grupy zaliczy¢ zadanie przydzielania pasma
przepustowosci do klientdw przez ustugi udostepniania tresci wideo, serwisowania pojazdow
w warsztacie samochodowym, gdzie wykonanie okreslonych uslug wigze si¢ zroéznym
zyskiem jednostkowym oraz wymaga danego czasu iwiele innych. Do rozwigzania tego
problemu mozna zastosowac kilka podejs¢ uwzgledniajacych sprawiedliwy rozdzial zasobow:
Max-Min Fairness (MMF), leksykograficzna maksyminimalizacja (lexMAX), Proportional
Fairness (PF) oraz modele uwzgledniajace relacj¢ anonimowej lub wyrownujacej preferencji.
Model OWA pozwala na to przez sterowanie wagami przypisanymi do kolejno posortowanych
funkcji kryterium. Model RPM pozwala na okreslenie przedzialu wartosci najbardziej
pozadanych z punktu widzenia okreslonych funkcji osiggnigcia [50]. Opracowane modele
wykorzystujg szczegdlne wlasnosci wykorzystanych operatorow matematycznych lub funkc;ji.
Wiele modeli jest opracowywanych jako dedykowane dla szczegdlnej grupy problemow
decyzyjnych. Wprowadzane sa w nich czgsto nietypowe ograniczenia, ktdre pozwalaja na
wymuszenie konkretnego modelu preferencji. Wymienione metody polegaja na
maksymalizacji najmniejszej z funkcji  kryterium. Sprawiedliwo$¢ proporcjonalna
wykorzystuje natomiast charakterystyczny przebieg funkcji logarytmicznych, ktorych suma
pozwala si¢ w przyjazny sposob sprowadza¢ do postaci liniowej modelu. Obecnie istniejace
modele optymalizacji sprawiedliwej zostaly opracowane w celu zapewnienia rozwigzania
szczegoOlnie uwzgledniajagcego najmniej atrakcyjne alokacje zasobow ze wzgledu na ocene

jakosciowg rozwigzania.

Model OWA jest pierwsza z metod opisanych oraz zamodelowanych w celu
rozwigzania zadania przydziatu ograniczonych zasobow opartego na problemie sieciowym.
Uwzglednia on wyréwnujacg relacje preferencji, ktéora polega na pordéwnywaniu
posortowanych wczes$niej wektorow ocen, przez co kolejnos¢ wartosci optymalizowanych
funkcji przestaje mie¢ znaczenie [51]. Koncepcja uporzadkowanych $rednich wazonych
posiada kilka realizacji [52], w$rod ktorych wymieni¢ nalezy model wartosci skumulowanych
badz model prosty. Podczas opracowywania metody uwzgledniajacej taki model preferencji,
mozna wykorzysta¢ rozwigzanie, ktore wyznacza kolejne najmniejsze lub najwigksze warto$ci
funkcji alokacji zasobow na zbiorze zapotrzebowan D. W tym celu wprowadzana jest
dodatkowa zmienna binarna z;s oraz nieograniczona zmienna typu ciagtego ¢, gdzie ¢; jest i-tym
elementem wektora t oraz i € {1,2, ..., m}. Model, ktoéry pozwala otrzymac¢ kolejne wartosci

funkcji w porzadku nierosngcym wyglada nastgpujaco
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fi(x) = mint; (42)
przy ograniczeniach:

ti — ﬁ(x) = _Kzidizid S {0,1}, vd € D (43)

m
ZZl-dSi—l,VdED (44)

i=1

Taki zapis pozwala otrzymac¢ dla i = 1warto$¢ najwickszg sposrdd wszystkich wartos$ci f(x),
a nastgpnie dla kazdego i > 1 kazda kolejng w porzadku malejagcym przez zignorowanie
kolejnych ograniczen, przy wykorzystaniu statej K o odpowiednio duzej wartosci (wickszej niz
najwicksza mozliwa warto$¢ funkcji osiggnigcia). W analogiczny sposob mozna przedstawié
zaleznosci pozwalajace na wyznaczenie kolejnych wartosci f(x) w porzadku niemalejgcym. Tak

sformutowane zadanie optymalizacji mozna zapisa¢ w postaci PL

fi(x) = maxt; (45)
przy ograniczeniach:
ti — fu(x) < Kz4,2,4 € {0,1},Vvd € D, (46)
m
ZZidSi—l,VdED. (47)

i=1

W zalezno$ci czy optymalizacja polega na maksymalizacji czy na minimalizacji funkcji
kryteriow mamy do czynienia z uporzadkowaniem niemalejagcym lub nierosngcym wektorow

ocen [53]. Ciag uporzadkowanych niemalejaco poszczegdlnych wektoréw ocen oznaczony

zostat jako 6(y) = (0,(y), 0,(y), ..., O (¥)), gdzie 6;(y) < 6,(y) < ... < 0,,(y). Kolejne
wartos$ci funkcji oceny spetniajg zatozenia anonimowej relacji dominacji. Z tego faktu wynika
réwniez to, ze kazde zapotrzebowanie na alokacje zasobow jest traktowane jednakowo. Model

matematyczny sformutowany ogdlnie wyglada nastgpujaco

max{z wa8q(f(x)):x € Q} (48)
d=1

gdzie:
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o W1>W2>"'>Wm,
e XYd=iwa=1

Takie sformutowanie problemu generuje m! nierownosci liniowych oraz wykorzystuje
technike relaksacji w postaci generacji kolumn w zadaniu dualnym [54]. Warstwice agregacji
OWA przedstawiono na rysunku ponizej. Nalezy zwroci¢ uwage na zrdznicowanie ich
charakteru, gdy r6znice migdzy warto§ciami wag sg istotne pomiedzy kolejnymi wartosciami

zasobow przypisanych do kolejnych alokacji.

A
Yi=y2
wW;>>W,
W <W,
W;<<W,
wi>w,
Wi=w,

v

Y2

Rys. 6 llustracja przykiadowych warstwic modelu OWA

Zré6dto: opracowanie wtasne

Wprowadzenie wag warto$ciujacych poszczegdlne wartosci skumulowanych ocen
pozwala na do$¢ elastyczne sterowanie modelem [55]. Dzigki rozchylonym warstwicom model
OWA pozwala na wyznaczenie rozwigzan bardziej efektywnych w porownaniu do modelu
MMF. W zaleznosci od charakteru optymalizacji (maksymalizacja lub minimalizacja)
warstwice przemieszczaja si¢ po ukltadzie wspotrzednych po prostej y1 = y2 odpowiednio
w gore lub dot. Proces optymalizacji przebiega do momentu, kiedy warstwice napotkajg punkt
odpowiadajacy rozwigzaniu dopuszczalnemu. Wedlug teorii optymalizacji tak osiggniete
rozwigzanie jest rozwigzaniem optymalnym. Zwigkszenie roznic migdzy kolejnymi wagami
przypisanymi do kolejnych najbardziej dyskryminowanych zadan powoduje zblizenie sig¢
w rozwigzaniu do rozwigzania MMF, natomiast przy zrdwnaniu wag nalezy spodziewac si¢

rozwigzania odpowiadajgcego prostej maksymalizacji (model EffMAX). Na sprawiedliwos¢
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rozwigzania wptywa wykorzystanie w tym modelu dominacji wyrownujacej. W literaturze

mozna znalez¢ rdwniez opracowania modelu OWA dla wartos$ci skumulowanych wag

max( ) WgBa(y)} (49)
a=1

gdzie:

o G4(y) = X, 6,(y),
° Wy = Wy,
® Wy=w;—Wgyq,dlad=1,..,m—1,

e wy;=>0.

W modelu rozpatrywane sa kolejne skumulowane wartosci wektorow ocen, tzn. kolejno
pierwsza najmniejsza warto$¢, suma dwdch najmniejszych, trzech itd. Dla funkcji oceny, ktora
jest wklesta oraz wag dodatnich, model uporzadkowanych srednich wazonych skumulowanych
mozna zapisa¢ w postaci programowania liniowego. Aby zapisa¢ model uporzadkowanych
$rednich wazonych w postaci programowania liniowego wykorzystano wektor zmiennych
nieograniczonych ¢, ktéry pozwala w efektywny sposob na wyznaczanie kolejnych
i najmniejszych wartosci przypisanych do $ciezek zapotrzebowan [49], [56]. Warto$¢ zmienna
1n; odpowiada w modelu i-tej najmniejszej wartosci f; (x) przyjmowanej dla zmiennej x. Postaé
skumulowana modelu OWA charakteryzuje si¢ bardzo wysoka wydajno$cig obliczeniowa.
Zasadnicza zaleta metody jest wykorzystywanie przez nig dominacji wyrdwnujacej. Jest to
gtowna cecha wpltywajaca na jej sprawiedliwos¢. Parametrami sterujagcymi metoda sa w tym
przypadku wagi przypisywane do poszczegolnych wartosci funkcji osiggniecia, ktore sg
w kazdym kroku algorytmu optymalizacji porzadkowane niemalejaco. Wagi musza zostaé
okreslone wsrdd parametréw wejsciowych metody w tym porzadku. Ich liczba musi by¢ réwna
liczbie poszczegodlnych funkcji, ktére w omawianym przypadku oznaczaja warto$¢ dochodu
z alokacji okreslonej warto$ci obcigzenia na danym zapotrzebowaniu. Przypisanie wagi
pierwszej znaczaco wigkszej od wszystkich pozostalych wptynie na maksymalizacj¢ wartosci
najmniej atrakcyjnej funkcji osiagnigcia. Przypisanie wag réwnej wartosci, pozwoli natomiast
na wyznaczenie rozwigzania rOwnoznacznego z prosta maksymalizacja dochodu catkowitego
bez wzgledu na sprawiedliwos¢. Podczas doboru wag jako parametrow wejsciowych, nalezy
zwroci¢ szczegolng uwage na wzgledno$¢ migdzy kolejnymi wagami, tzn. stosunek miedzy

nimi a nie na same wartosci. Przyjmujac jako funkcje kryterium catkowity dochdd z
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przydzielenia /& jednostek przepustowosci na d-te zapotrzebowanie przy przychodzie

jednostkowym wartosci r; model OWA mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci programowania

liniowego
max{ z WaNa} (50)
d=1,...m
przy ograniczeniach:
m
Na = dtg — Z Zgi, (51)
i=1
tg — Zgi < hl"l"i, (52)
zq; 20, (53)
wg =0, (54)

dla d,i=1,..,m.

Tak sformulowany model bedzie traktowat z odpowiedniej wielko$ci premig wartosci
najmniejsze wektora f(x). W modelu zmienna z; przyjmuje wartosci ciggle, nieujemne. W
zaleznos$ci od rozktadu wag przyjetych w zadaniu wynik bedzie bardziej lub mniej zrownany.
Wektor zmiennych t pozwala na zwrocenie kolejnych posortowanych wartosci funkcji
kryterium tak, aby kolejne wagi byty przypisane od najbardziej dyskryminowanych do tych,

ktore sg najbardziej preferowane wedtug kryterium wydajnosci.

Metoda punktu odniesienia (RPM), wykorzystuje cechy charakterystyczne dla
przedziatow rozmytych [57]. Jest to drugi przyktad podejécia, ktore pozwala uwzglednic¢
kryterium sprawiedliwosci w sposob bezposredni. Model uwzglednia w swojej budowie
przedzialy wartosci funkcji osiggnigcia, ktdre sa najbardziej pozadane przez decydenta.
Wykorzystanie wtasciwosci przedziatow rozmytych pozwala na przypisanie funkcjom
warto$ci, ktore nie muszg naleze¢ do okreslonego wczesniej przedziatu. Rozwigzano to
wprowadzajac dodatkowe wspotczynniki odpowiedzialne za spadek (y) oraz wzrost dodatkowy
(B) ,,zadowolenia” decydenta z osiagnigtej wartosci funkcji, gdzie 0 < f <1 <y . Kresy
gorny oraz dolny przedziatu stanowig parametry pozwalajace na sterowanie rozwigzaniem.

W okreslonych przypadkach jako te parametry podaje si¢ warto$¢ najgorsza z mozliwych
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(nadir) oraz najlepsza (utopi¢). Najczesciej jednak jest to parametr wyznaczany empirycznie na
podstawie analiz rozpatrywanego problemu. Model RPM uwzgledniajac prog dolny oraz gorny

dla wartosci funkcji kryterium mozna zapisa¢ w postaci programowania liniowego

max{z + ¢ Z Z4} (55)
d=1,..,m
przy ograniczeniach:
—-a
Za < P44y, (57)
Qg — Dg
Ya — Qa
<
Zg = 4y — by (58)
—-a
Zg < yyd d,dlad =1,..,m (59)
ag — bd

Nalezy zauwazy¢, ze powyzszy model wymusza dziatanie zblizone do agregacji OWA
przez analiz¢ kolejnych najmniejszych wartosci funkcji. W modelu zostala wprowadzona
zmienna pomocnicza zy, ktéra umozliwia preferowanie wyboru takiej wartosci funkcji
osiggniecia (realizacji) y,, ktora zawiera si¢ w najbardziej pozadanym przedziale. Dla d-tego
zapotrzebowania jest on zawarty pomiedzy wartoSciami a, (utopii) oraz b, (nadiru), ktore
stanowig gldwne parametry sterujace metody RPM. Utopia jest utozsamiana z warto$cig
najwigkszg z akceptowalnych, natomiast nadirem jest traktowany jako najgorsza z mozliwych
warto$ci do osiggniecia. Podstawowym zalozeniem, ktére zostato wykorzystane do budowy
tego modelu, jest premiowanie warto$ci zawierajacych si¢ w tym przedziale oraz karanie
warto$ci znajdujgcych si¢ poza tym przedzialem. Poréwnania metod dokonano przy
wykorzystaniu ograniczen w notacji NL oraz kryterium wydajnosci systemu w postaci
maksymalizacji sumarycznego przychodu zalokacji jednostek na poszczegdlnych

zapotrzebowaniach

max Z hg 1y (60)

deD
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Dla poréwnania metod wykonano obliczenia dla modeli RPM oraz OWA. Wyniki
przedstawiono w formie tabelarycznej oraz w formie wykresu. Dla badanych modeli czas
obliczen byt pomijalnie maty. Warto$ci dochodéow jednostkowych byty generowane losowo dla
10 zapotrzebowan na alokacje obcigzenia migdzy zadanymi parami we¢ztow. Nalezy
spodziewa¢ si¢, ze zadaniami, ktore beda najbardziej dyskryminowane przez metode
optymalizacji dochodu catkowitego beda te, dla ktorych przypisano najmniejsza wartos¢
dochodu jednostkowego oraz musza wspétdzieli¢ co najmniej jeden tuk zinnym
zapotrzebowaniem. Do blokowania moze rowniez dojs¢ w przypadku, gdy co najmniej jedno
tacze jest wspoldzielone przez co najmniej dwa zapotrzebowania o rdznych zyskach
jednostkowych.  Obliczenia wykonano dla wektora przychodow jednostkowych
o nastepujacych wartosciach R=[110, 120, 100, 80, 90, 100, 110, 100, 80, 100]. Dla
badanych modeli optymalizacyjnych przyjeto parametry sterujace, przedstawione w ponizszej

tabeli.

Tabela 2 Wartosci parametrow metod sprawiedliwych

OWA (1)|OWA (2) | OWA (3)|OWA (4)|OWA (5)| RPM (1) RPM (2) RPM (3) RPM (4)
w w w w w a r A r a r A r
10 10 10 10 10 6500, 6000] 11000{10000] 11000[ 10000| 6000] 4000
9 10 10 1 9 6500, 6000] 11000f 6000] 11000[ 10000| 6000] 4000
5 10 10 1 8 6500, 6000] 11000{10000] 11000[ 10000| 6000] 4000
4 10 10 1 7 6500, 6000] 11000| 6000] 11000] 6000| 6000] 4000
1 1 10 1 6 6500, 6000] 11000f 6000 11000[ 10000| 6000] 4000
1 1 10 1 5 6500, 6000] 11000{10000] 11000[ 10000| 6000] 4000
1 1 10 1 4 6500, 6000] 11000{10000] 11000[ 10000| 6000] 4000
1 1 10 1 3 6500, 6000] 11000f 6000] 11000] 6000| 6000] 4000
1 1 10 1 2 6500, 6000] 11000| 6000] 11000] 6000| 6000] 4000
1 1 10 1 1 6500, 6000] 11000{10000] 11000| 10000| 6000] 4000

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 3 Wartosci zyskow z alokacji jednostek obcigzenia dla zestawu 1 wektora wartosci zyskow jednostkowych (NL)

Metoda y (uporzadkowane wektory ocen)
OWA (1) [3666,3666,3666,3666,3666,3666,3666,5000,5750,6166]
OWA (2) [3666,3666,3666,3666,3666,3666,3666,5000,5750,6166]
OWA (3) [0,0,0,0,0,5000,6000,18000,22000,28000]

OWA (4) [1846,1846,1846,1846,1846,6000,8615,9923,10923,18000]
OWA (5) [0,0,0,0,12600,12600,12600,12600,12600,13600]
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RPM (1) [3666,3666,3666,3666,3666,3666,3666,4833,6000,6000]
RPM (2) [0,0,2093,6000,6000,6187,6187,6187,6187,6187]

RPM (3) [3666,3666,3666,3666,3666,3666,3666,4833,6000,6000]
RPM (4) [3666,3666,3666,3666,3666,3666,3666,5000,5750,6166]

Zrodto: opracowanie wilasne.

Na podstawie tabeli 3 mozna wyznaczy¢ wartosci obcigzen poszczegdlnych $ciezek. Sa
to docelowe wartosci zmiennych decyzyjnych, ktore pozwalaja na osiggnigcie spodziewanego
rezultatu. Zostaty one przedstawione w tabeli Tabela 4. Warto zwrdci¢ uwagg, ze ich warto$ci
sa stosunkowo zrdwnane ze sobg, natomiast stopien sprawiedliwosci rdzni si¢ zasadniczo.
Zgodnie z przewidywaniami model jednokryterialny maksymalizujgcy sume¢ przychodow
z alokacji obcigzen zignorowal pary najmniej atrakcyjne dochodowo, zwracajac rozwigzanie

niedopuszczalne pod katem sprawiedliwosci.

Tabela 4 Wartosci obcigzen na zadanych zapotrzebowaniach na obcigzenie (NL)

Metoda H1 H2 H3 H4 H5 Hé6 H7 H8 H9 H10
OWA (1) 18 73 24 36 61 18 73 33 57 102
OWA (2) 18 73 24 36 61 18 73 33 57 102
OWA (3) 0 0 0 0 0 25 120 120 220 466
OWA (4) 9 36 12 18 30 30 172 66 109 300
OWA (5) 0 0 0 0 210 63 252 84 126 226
RPM (1) 18 73 24 36 61 18 73 32 60 100
RPM (2) 0 0 13 60 100 30 123 41 61 103
RPM (3) 18 73 24 36 61 18 73 32 60 100
RPM (4) 18 73 24 36 61 18 73 33 57 102

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wyniki wyznaczonych miar jakosci zilustrowano na wykresie (Rys. 7). Na osi poziomej
odwzorowano kolejne metody i ich kolejne parametryzacje. Podczas poszukiwania rozwigzania
sprawiedliwego nalezy kierowaé si¢ kryterium réwnomiernosci rozkladu, ale rowniez
maksymalizacja warto$ci catkowitej lub $redniej funkcji kryterium. Dla niektorych parametrow
metoda uporzadkowanych $rednich wazonych daje rozwigzanie przypisujace doktadnie takie
same warto$ci obcigzen jak metoda punktu odniesienia. Jest tak w przypadku wyraZnie
wyrozniajgcej si¢ wagi pierwszej wzgledem zréwnanych pozostatych wartosci wag w metodzie
OWA oraz w przypadku okreslenia odpowiednio niskich wartosci krancow przedziatu
najbardziej pozadanego przez algorytm RPM. Sa to wartos$ci dazace do rozwigzania metody

lexMAX, ktorej priorytetem jest maksymalizacja warto$ci najmniejszej, a w drugiej kolejnosci
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mozliwie najwicksze podwyzszenie wartosci sumarycznej zmiennych decyzyjnych. Metoda
OWA przyjmuje rozwigzanie zblizone do rozwigzania uzyskanego przy wykorzystaniu modelu
lexMAX dla znaczaco wigkszej wartosci przyjetej dla wagi pierwszej w stosunku do
pozostatych wag. Odpowiedni dobor wag pozwala uzyskac spektrum rozwigzan. Nalezy jednak
dobierac¢ je w odpowiedni sposob. Na rozwigzanie wptywaja nie tylko wartosci poszczegolnych
wag, ale rowniez réznice migdzy kolejnymi wagami, jak rowniez warto$¢ danej wagi
w odniesieniu do ich sumy. Przypisanie wag rownych sobie odpowiada rozwigzaniu nie
uwzgledniajagcemu kryterium sprawiedliwo$ci. Zbyt mate roznice miedzy kolejnymi wagami

rowniez moga prowadzi¢ do rozwigzania dyskryminujgcego mniej atrakcyjne zapotrzebowania.

Zestawienie miar jako$ci dla otrzymanych wynikoéw

9000.00 1.20
8000.00
1.00
7000.00
6000.00 0.80
5000.00
0.60
4000.00
3000.00 0.40
2000.00
0.20
1000.00 I/ I
0.00 L] 0.00

OWA (1) OWA (2) OWA (3) OWA (4) OWA (5) RPM (1) RPM (2) RPM (3) RPM (4)

B mean e Gini e jJain F (Hossfeld)

Rys. 7 Wykres przedstawiajqcy obliczone miary jakosci dla badanych metod..

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Pierwszym wyznaczonym wskaznikiem okreslajacym jakos¢ wybranych metod jest koszt
sprawiedliwosci POF. Dla poszczegdlnych iteracji badanych metod koszty sprawiedliwosci

przedstawiono w tabeli ponizej.

Tabela 5 Wspotczynniki jakosciowe dla modeli OWA oraz RPM (NL)

Miara | OWA (1) | OWA (2) | OWA (3)| OWA (4) |OWA (5) | RPM (1) | RPM (2) | RPM (3) | RPM (4)

$rednia 4258.33 | 4258.33| 7900.00| 6269.23| 7660.00 | 4250.00| 4503.13| 4250.00 | 4258.33

G(y) 0.10 0.10 0.66 0.44 0.41 0.10 0.27 0.10 0.10
I(y) 0.95 0.95 0.38 0.59 0.60 0.95 0.76 0.95 0.95
POF 46.10 46.10 0.00 20.64 3.04 46.20 43.00 46.20 46.10
F(y) 0.25 0.25 0.28 0.35 0.08 0.19 0.18 0.19 0.25

Zrbdlo: opracowanie wilasne.
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Do obliczenia wskaznika POF wyznaczono $rednig wartos$ci sumarycznych zyskow z alokacji
obcigzen dla kolejnych zapotrzebowan. Dla rozpatrywanej sieci warto$ci sredniego przychodu
z alokacji zasobow sieciowych dla modelu maksymalizujacego wydajnosci oraz max-min
wyniosty odpowiednio 7900 oraz 3666 jednostek. Podobnie do wyznaczenia wartosci
wspotczynnika Hossfelda (F(y)) oraz innych miar wykorzystano wartosci zyskow z alokacji.
Wartosci obciazen (ha) wptywaja bezposrednio na jako$¢ potaczenia. Badane modele przyjmuja
jako miar¢ wydajnosci zysk z poszczegdlnych alokacji zasobow sieciowych. W przypadku, gdy
istotna jest warto$¢ obcigzen, mozna zmodyfikowa¢ modele w prosty sposob przyjmujac
jednakowe zyski jednostkowe. Modele mozna rowniez zmodyfikowac tak, aby uwzgledniaty
koszty, wprowadzajac kolejne kryterium lub ograniczenie. Przedmiotem oceny s3 w tym
wypadku modele sprawiedliwe, ktore odnoszg si¢ do zyskow, jakie na przyktad moze uzyska¢
serwis rozdzielajacy tresci na kilku agentow (zapotrzebowania). W praktyce mozna tego typu
zadanie porowna¢ do przypadku serwisu internetowego, ktory udostepnia tresci rownolegle
poprzez sie¢ o ograniczonych zasobach, ktorymi sa ograniczone pojemnos$ci poszczegdlnych

polaczen (lukow sieci).

Dla metody uporzadkowanych srednich wazonych pomini¢to wynik odpowiadajacy
rozwigzaniu prostej maksymalizacji, ktory zostat osiggniety dla réwnych wag. Wspdtczynnik
POF moze by¢ jednak interpretowany w niejednoznaczny sposob. Nie zawiera on w swojej
wartos$ci informacji na temat stopnia sprawiedliwosci badanej metody. Trudno jest stwierdzic,
czy metody posiadajagce ten wspoOtczynnik o wartoSci mniejszej sg tym samym mniej
sprawiedliwe. Oczywiscie celem, jaki przyswieca podczas tworzenia metody sprawiedliwe;j jest
to, aby POF byt jak najmniejszy, a wartosci najbardziej dyskryminowanych alokacji zasobow
byty najwieksze lub ich rozktad byl najbardziej zrownany.

Metoda OWA wykazuje dobre wilasnosci w sterowaniu rozwigzaniem. Dla wag
malejacych i dodatnich osigga si¢ rozwigzanie, ktoére bardzo dobrze godzi w sobie kryterium
sprawiedliwo$ci oraz maksymalizacji sumarycznego obcigzenia S$ciezek. Model OWA
sprawdza si¢ rowniez w duzym stopniu dla zadan o charakterze dyskretnym. Dla réwnych wag
otrzymuje si¢ rozwigzanie tozsame z prosta maksymalizacjg funkcji kryterium, co mozna
wykorzysta¢ migdzy innymi do wyznaczania wspotczynnika sprawiedliwosci, ktory jest
jednym ze sposobdw okreslenia jakosci rozwigzania pod katem maksymalizacji funkcji
kryterium zadania. Dla rozpatrywanych przypadkdw oraz parametrow sterujacych
rozwigzaniem otrzymano koszt sprawiedliwosci nizszy dla metody uporzadkowanych $rednich
wazonych. W poréwnaniu z metoda punktu odniesienia, metoda OWA pozwala si¢ sterowac
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w bardziej przyjazny 1 intuicyjny sposob. Najwigksze warto$ci $rednie wyznaczane sg
oczywiscie dla modeli nieuwzgledniajacych sprawiedliwosci lub uwzgledniajacych ja
w matym stopniu. Do podstawowych statystyk nalezy réwniez odchylenie standardowe. Ta
miara roéwniez okresla miar¢ skupienia rozktadu, jednak jest to miara mniej wrazliwa na
warto$ci bardziej odbiegajace od $redniej. Zbudowana jest ona bowiem na standaryzowanym
momencie centralnym drugiego rzgdu. Wymienione powyzej podstawowe statystyki odnoszace
si¢ do badanego zestawu wynikow nie zawieraja w sobie do$¢ podstawowej wlasnosci. Jest nig
zalozenie, ze wynik przyjmujacy warto$¢ 0 dla co najmniej jednego z zapotrzebowan powinien

zosta¢ na wstepie okreslony jako niesprawiedliwy.

Obliczenia powtorzono réwniez dla alternatywnej notacji $ciezka-tuk (LP z ang. link-
path) oraz dokonano analizy pod katem sprawiedliwo$ci rozwigzania dla modeli OWA oraz
RPM. Model bazujacy na notacji $ciezka-tuk utworzono w celu potwierdzenia poprawnosci
implementacji utworzonych modeli. Jednym z niezbednych krokoéw, aby zastosowac tg notacje
jest opracowanie macierzy incydencji lukow oraz $ciezek. W tym celu zostat napisany skrypt
generujacy odpowiednie dane wejsciowe. Do przygotowania danych wejsciowych
wykorzystano jezyk programowania Python w wersji 2.7 oraz biblioteke GLPK wyposazone
w pakiet umozliwiajacy rozwigzywanie modeli optymalizacji liniowej Glpsol. Dla
przedstawionej we wczesniejszej czgsci pracy sieci telekomunikacyjnej wyznaczono takie same

zapotrzebowania jak w przypadku notacji wezet-tuk, zarowno dla modelu OWA jak i RPM.

Tabela 6 Wyniki dla modeli RPM oraz OWA dla notacji LP

d | OWA(l) | OWA(2) | OWA(3) [ OWA(4) | OWA(5) | RPM(1) [ RPM(2) | RPM(3) | RPM(4)
1 | 4660.13| 4660.13 0.00| 4660.13| 4660.13| 4660.13| 6849.06| 4879.76| 4660.13
2 | 4660.13| 4660.13|16800.00 | 4660.13| 4660.13| 4660.13 0.00| 4879.76| 4660.13
3 | 4660.13| 4660.13| 3000.00| 4660.13| 4660.13| 4660.13| 6849.06| 4879.76| 4660.13
4 | 5460.13| 5460.13|11200.00 | 5460.13| 5460.13| 5460.13| 4800.00| 4800.00| 5460.13
5 | 4660.13| 4660.13| 2700.00| 4660.13| 4660.13| 4660.13 0.00| 4879.76| 4660.13
6 | 4660.13| 4660.13| 3000.00| 4660.13| 4660.13| 4660.13| 6849.06| 4879.76| 4660.13
7 | 4660.13| 4660.13| 1100.00| 4660.13| 4660.13| 4660.13| 6849.06| 4879.76| 4660.13
8 | 4660.13| 4660.13| 5000.00| 4660.13| 4660.13| 4660.13| 4000.00| 4000.00| 4660.13
9 | 4660.13| 4660.13|10400.00 | 4660.13| 4660.13| 4660.13| 4000.00| 4000.00| 4660.13
10 | 4660.13| 4660.13 0.00| 4660.13| 4660.13| 4660.13| 6849.06| 4879.76| 4660.13
> | 47401.29 | 47401.29 | 53200.00 | 47401.29 | 47401.29 | 47401.29 | 47045.28 | 46958.33 | 47401.29

Zrédto: opracowanie wlasne
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Rozwigzanie modelu maksymalizujacego wydajnos¢ wykorzystujac  optymalizacje
jednokryterialng (EffMAX), nie jest akceptowalne, poniewaz pomimo iz zwraca warto$ci
niezdominowane, jest wysoce niesprawiedliwe. Warto$¢ sredniego zysku z alokacji obcigzen
na zapotrzebowaniach wyniosta 4740 jednostek. Model max-min pozwala otrzymacé
rozwigzanie, ktore maksymalizuje zysk najmniej optacalnego zadania na alokacj¢ zasobow oraz
przydziela jednakowg warto$¢ dla kazdego z pozostatych zapotrzebowan. Nie nadaje si¢ do
wykorzystania w praktyce, natomiast warto§¢ zwracana przez ten model moze by¢
wykorzystywana jako punkt odniesienia do pordwnania wynikéw innych metod lub tez do
okreslenia dolnej granicy wydajnosci systemu, jaka jest mozliwa do uzyskania. Warto$¢ ta jest
warto$cig minimalng zysku, jaki mozna osiggna¢ z alokacji zasobow na zapotrzebowaniach
w przypadku wykorzystania modelu MMF czy lexMAX. W rozpatrywanym przypadku
warto$¢ rozwigzania max-min wyniosta 4660 jednostek. Rozwigzanie modelu max-min
stanowi dolng granice warto$ci funkcji kryterium, ponizej ktérej warto$¢ rozwigzania nie moze
spas¢. Zapewniaja to zdefiniowane ograniczenia. W taki sposob zostat on na przyktad
wykorzystany podczas analiz modeli ilorazowych, ktore sa opisane w dalszej czesci pracy.
Wazng bowiem jego cechg jest to, ze wartosci funkcji kryterium bedacej suma obcigzen
poszczegbdlnych $ciezek w przypadku tej metody nigdy nie przyjmujg natomiast wartosci
rownej 0, co gwarantuje wynik idealnie rowny. Rozwigzanie zwracane przez model max-min
moze rowniez zosta¢ wykorzystane do wyznaczania wskaznikow pozwalajacych na oceng
badanego modelu. Wyniki zadan sformulowanych przy pomocy modelu lexMAX réwniez
w kazdym przypadku przypisuja Sciezkom warto$ci wigksze niz 0. Jest to jednak rozwigzanie,
ktore zwraca wartosci optymalne pod katem dominacji racjonalnej. Kazde zrozwigzan
osiggnietych ta metoda daje rozwigzania niezdominowane przez dodanie elementu
maksymalizujacego sume wszystkich wartosci funkcji odniesienia wigkszych niz najwigksza
z najmniejszych wartosci (rozwigzanie max-min). Wszystkie te zapotrzebowania, gdzie jest
mozliwe zwigkszenie warto$ci alokacji sg maksymalizowane w mozliwie najwigkszym
stopniu. Zgodnie z oczekiwaniami model OWA pozwolit wyznaczy¢ rozwigzania o lepszej
warto$ci sumy obcigzen dla wyznaczonych $ciezek w grafie przy zachowaniu odpowiednie;j
sprawiedliwosci. Zaobserwowano jednak rozwigzania, w ktorych model uporzadkowanych
srednich wazonych daje rozwigzanie o wartosci sumy obcigzen S$ciezek mniejszej niz
w przypadku modelu lexMAX. Wsrod przyktadow byty rowniez przypadki, gdzie rozwigzanie
problemu przy pomocy maksymalizacji uporzadkowanych $rednich wazonych nie

gwarantowato obcigzenia dla niektdrych $ciezek obcigzenia wigkszego od 0.
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Tabela 7 Wartosci alokacji obcigzen na zadanych zapotrzebowaniach dla modeli OWA oraz RPM w notacji LP

d |OWA (1)|OWA (2)|OWA (3)| OWA (4)[ OWA (5)| RPM (1) | RPM (2) | RPM (3) | RPM (4)
1 4236 [4236  [0.00 4236  |4236  |4236 6226 |4436  |42.36
2 [3883 [38.83 [140.00 |38.83 3883 [38.83 |0.00 40.66  |38.83
3 4660 |46.60 [30.00 |46.60 |46.60 |46.60 |68.49 4880  |46.60
4 |6825 |6825 |140.00 |68.25 |6825 |6825 |60.00 |60.00 |68.25
5 |51.78  |51.78  [30.00 |51.78 5178  |51.78 | 0.00 5422 |51.78
6 |46.60 |46.60 [30.00 |46.60 |46.60 |46.60 |68.49 4880  |46.60
7 4236|4236 |10.00 |4236 |4236 |4236  |6226 4436 |4236
8  |46.60 |46.60 [50.00 |46.60 |46.60 |46.60 |40.00 |40.00 |46.60
9 |5825 |5825 [130.00 |5825 |5825 |5825 |50.00 |50.00 |58.25
10 |46.60 |46.60 | 0.00 4660  |46.60 |46.60 | 6849  |48.80 |46.60
Y 3700| 429.1| 390.0| 376.7| 4480 3700| 395.6| 3414| 3700

Zré6dto: opracowanie wtasne

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach jednakowa skutecznos$cig charakteryzuja sig
modele NL oraz LP. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze dla modelu LP przygotowano
oprogramowanie pozwalajace na wygenerowanie wszystkich mozliwych $ciezek w grafie, co
pozwala przeszukiwaé pelny zbior rozwigzan dopuszczalnych. Ograniczenie $ciezek moze
spowodowac pogorszenie dziatania modelu i w efekcie zwrocenie warto$ci mniej atrakcyjnych
pod wzgledem wydajnosci w porownaniu do modelu NL. DIla poréwnania przedstawione
zostaly mierniki jako$ci rozwigzania pod wzgledem wydajnosci takie jak koszt sprawiedliwosci
(POF) oraz wspotczynnik Hossfelda (F), ktore sg liczone dla warto$ci zyskow osiggnietych
z alokacji zasobow na zadanych zapotrzebowaniach. Jest to spowodowane ograniczong liczba
sciezek wygenerowanych dla kazdego z zapotrzebowan. Modele optymalizacji w notacji NL
pozwalaja na rozwidlanie si¢ $ciezek kazdorazowo w kolejnym napotkanym wezle. Notacja LP
bazuje na wczesniej wyznaczonej $ciezce, ktéra nie moze ulec rozdzieleniu. Zadanie, do
ktorego przydzielane sa jednostki obciazenia, moze by¢ dzielone jedynie przez inne $ciezki,
ktore zostaty wczesniej wygenerowane. Problem moze zosta¢ rozwigzany przez generowanie
dynamiczne $ciezek w trakcie procesu optymalizacji. Metodg na uzyskanie tego jest metoda

generacji kolumn. Ten temat byt poruszany w opracowaniach [38], natomiast nie nalezy do
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zakresu badan poruszanych w pracy. Wyniki obliczen wskazaly na wiele zalet metody
uporzadkowanych $rednich wazonych. Jedng z glownych zalet tej metody jest duza
elastyczno$¢ pod wzgledem sterowania wynikiem. Dla wag dodatnich oraz wkleslego
charakteru funkcji ocen, mozliwy jest réwniez zapis modelu w postaci programowania
liniowego. Metoda OWA dzigki tym cechom pozwala na wyznaczenie w stosunkowo krotkim
czasie obliczen, rozwigzania satysfakcjonujacego decydenta. Preferencje decydenta okre$laja
tutaj stopien che¢ci osiggniecia rozwigzania bardziej sprawiedliwego, kosztem warto$ci sumy
odpowiedniego doboru wag kolejnych warto$ci uporzadkowanych funkcji oceny,
odpowiadajacej w niniejszej pracy warto$ciom obcigzen kazdej z wygenerowanych $ciezek.
Dobér wag o wigkszych warto$ciach dla poczatkowych wartos$ci funkcji skumulowanych
bedzie zblizat rozwigzanie do rozwigzania maksymalizacji wartosci minimalnej funkcji
osiggniecia (max-min). Dobor réwnych wag o wiekszych warto$ciach przyblizy rozwigzanie
do rozwigzania maksymalizacji sumy wartos$ci wszystkich funkcji osiagnigcia. Taki dobor wag

nie daje bowiem wigkszych szans zagdaniom dyskryminowanym w procesie optymalizacji.
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3 Modele ilorazowe dla sprawiedliwego rozdzialu zasobow
ograniczonych (RZO)
3.1 Modele dwukryterialne optymalizacji liniowe;j

Celem utworzenia nowych modeli optymalizacji liniowej bylo opracowanie metodyki
uzyskiwania sprawiedliwych rozdzialow zasobdéw, ktore pozwalaja na uzyskanie bardziej
wydajnego rozwigzania dla zadan rozdzialu zasobow migdzy konkurujacymi ze soba
aktywnos$ciami. Modele opisane wczesniej, okreslone jako modele optymalizacji
bezposredniej, wymagaja réwniez wprowadzania wielu parametrow sterujacych do uzyskania
satysfakcjonujacego rozwigzania. Badane modele OWA oraz RPM wymagaja okreslenia takich
parametrow dla kazdej z m aktywnosci. W przypadku modelu OWA tymi parametrami sg wagi
natomiast dla metody RPM warto$ci wspotrzednych punktu akceptacji (minimalnej warto$ci
akceptowanej przez decydenta) oraz aspiracji (wartosci, powyzej ktorych wyniki nie wptywaja
Jjuz znaczaco na poprawe oceny rozwigzania). Liczba parametrow wymaganych do okreslenia
wynosi wiec odpowiednio m oraz 2m. Podczas opracowywania modeli ilorazowych drugim
celem bylo ograniczenie tych parametrow do jednego lub dwodch, ktore odpowiadajg

poziomowi sprawiedliwos$ci rozwigzania.

W tym rozdziale przedstawione zostaly nowo utworzone modele dwukryterialne
optymalizacji sprawiedliwej. Pierwszym optymalizowanym kryterium jest catkowita
wydajno$¢ systemu, natomiast drugim sprawiedliwo$¢ rozwigzania. ZarOwno pierwsze jak
idrugie podejscie jest bardzo szerokie imato precyzyjne. W analizie systemowej jako
wydajnos¢ rozumianych moze by¢ wiele czynnikéw. Na przyktad w problemach alokacji
zasobOw ograniczonych moze to by¢ sredni zysk catkowity, $redni czas obstugi klientow
korzystajacych z systemu badz ich liczba. Jako drugie kryterium optymalizacji, jakim jest
sprawiedliwos¢, moze by¢ przyjetych wiele miar. Wiele znich zostalo opisanych
w poprzednim rozdziale 2.1. W tej czg$ci pracy rozpatrzone zostaty miary sprawiedliwo$ci

takie jak:
¢ Jdrednia z k-najbardziej dyskryminowanych zapotrzebowan,
e wspoOtczynnik Giniego.

Opisane modele dwukryterialne dotycza wyznaczenia optymalnego kompromisu pomig¢dzy
kryteriami wydajno$ci oraz sprawiedliwo$ci rozwigzania. Takie rozwigzanie moze zostacé

60



osiggniete przez optymalizacje¢ ilorazu takich miar. Przedmiotem badan jest zbior zadan
optymalizacyjnych, ktore mozna okresli¢ jako problemy alokacji zasobow ograniczonych
(RZO). Jako przyktad, podobnie jak w poprzednich rozdziatach, postuzy tutaj zadanie zwigzane
z alokacja obcigzen na zadanych zapotrzebowaniach w sieci. Dla mozliwosci analizy
poréwnawczej modeli opisanych wczesniej wykorzystano tg samg topologie sieci, ktora sktada
sie z 12 weztdw oraz 39 tukow (18 krawedzi). Nie nalezy jednak traktowac tego przyktadu jako
jedyna instancje¢ probleméw decyzyjnych, gdzie wykorzystane moga zosta¢ opisane modele

optymalizacji [17].

Jednym z celéw opracowania nowych modeli ilorazowych byto rowniez zmniejszenie
liczby parametréw wejsciowych wymaganych do wprowadzenia w celu uzyskania pozadanego
rozwigzania. Opisane wczesniej modele OWA lub RPM, wymagaty zmiany parametréw wag
lub nadiru i punktu aspiracji dla kazdego z zapotrzebowan osobno. Te metody sprawiedliwe,
zwracajg rozwigzania wyréwnujaco i anonimowo efektywne. W celu osiggniecia pozadanego
spektrum rozwigzan wymagane jest wykonanie obliczen dla wielu konfiguracji tych
parametréw. Jest to ucigzliwe nawet dla niewielkiej liczby zapotrzebowan. Model ilorazowy
moze zosta¢ przedstawiony w formie minimalizacji lub maksymalizacji. Glownym problemem
jest wystepujaca juz w samej gldéwnej funkcji kryterium nieliniowos$¢ zmiennych decyzyjnych.
W celu rozwigzania tego problemu wykorzystano proste podstawienia matematyczne
pozwalajace na przeksztalcenie modeli do postaci liniowej. Opracowanie modelu ilorazowego
nalezy rozpocza¢ od wyboru miary sprawiedliwosci, ktora moze dobrze opisa¢ charakter tego
kryterium w odniesieniu do badanego problemu. Do budowy modelu optymalizacji przyjeto
funkcje kryterium, ktéra odpowiada ilorazowi tych dwoch przeciwstawnych sobie kryteriow.

Rozpatrzmy wigc nast¢gpujacy model minimalizacji [58]

px)

M(X)_T.er} (61)

min{
Gwarantuje on uzyskanie sprawiedliwego rozwigzania uwzgledniajagcego u(x) > 7 oraz
p(x) > 0. Dotyczy to w szczegoOlno$ci najbardziej dyskryminowanego zapotrzebowania.
Podczas minimalizacji ilorazu licznik bedzie dazyt do warto$ci najmniejszej. Miara p(X)
utozsamiana jest ze stopniem niesprawiedliwosci rozwigzania. W modelu jej zmniejszenie
wplywa bezposrednio na poprawe wydajnosci. Roznica u(X) — t rozumiana jest jako poprawa
wydajnosci w stosunku do niesatysfakcjonujagcego pod tym wzgledem rozwigzania

wyjSciowego. Zwiekszenie u(x) wptywa na zwigkszenie wspotczynnika p(x). Mamy wiec do
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czynienia z procesem, ktory w naturalny sposob dazy do osiggnigcia kompromisu pomiedzy
tymi dwoma kryteriami oceny. W celu praktycznego zastosowania wprowadzono dodatkowo

tolerancje ¢ oraz §, ktore zostaty uwzglednione w ponizszej formule

in{p(x) + ¢

PR i >7+6,x¢€ 0] (62)

W powyzszym wzorze wartoSci € oraz § rozumiane s3 jako bardzo mate liczby
wymierne (np. 0,0001). Pozwalaja one na wymuszenie poprawy rozwigzania wzglgdem
warto$ci $redniego zysku z alokacji T rozwigzania poprawianego, dopuszczajagc mozliwosé
przyjecia przez p(x) wartosci 0 oraz kontynuowanie optymalizacji wydajnosci systemu. Takie
podejscie jest zblizone do koncepcji optymalizacji portfela inwestycyjnego przy wykorzystaniu
wspotczynnika opisujgcego stosunek przyrostu zysku z inwestycji u(x) wzgledem rozwigzania
najbardziej bezpiecznego T do miary ryzyka p(x) [59]. Miarg ryzyka moze by¢ odchylenie
standardowe lub wariancja zmiennej. Takie miary wykorzystywane sg migdzy innymi

w modelu Markowitza.

Rys. 8 llustracja zaleznosci miedzy optymalizowanymi miarami w modelu Markowitza.
Zrédto: opracowanie wlasne.

Tak formutowane modele mozna okresli¢ jako maksymalizacje wzrostu wydajnosci
systemu w stosunku do mozliwie najmniejszej utraty na sprawiedliwo$ci rozwigzania. Takie

sformutowanie zapisane moze by¢ nastepujaco
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px) -1
max{w.x € Q} (63)

Podobnie do przypadku minimalizacji ilorazu optymalizowane kryteria zaleza od siebie
bezposrednio. Wzrost wydajnosci wptywa na wzrost nieréwnomiernosci (niesprawiedliwosci
rozwigzania), natomiast warto wspomnie¢, ze funkcje pu(x) oraz p(X) nie zalezg od siebie
liniowo. Powyzsza zalezno$¢ mozna przedstawi¢ w przestrzeni decyzji Q tak jak na rysunku

ponize;.

"

v

Rys. 9 Przykiadowy zbior rozwiqzan dopuszczalnych Q wraz z prostqg wyznaczajgcq rozwigzanie zadania

optymalizacji w punkcie styku.
Zrédo: opracowanie whasne.

Na rysunku powyzej przedstawiono przyktadowa wizualizacj¢ procesu otrzymywania
rozwigzania. Na tym przyktadzie warto zauwazy¢, ze parametrem wptywajacym glownie na
jakos¢ rozwigzania jest parametr z Jest on utozsamiany z warto$cig funkcji kryterium
opisujacego jakos$¢ rozwigzania bez uwzglednienia sprawiedliwosci. W przypadku problemu
alokacji ograniczonych zasobow jest to suma zyskow z alokacji kazdej jednostki zasobu na
danym zapotrzebowaniu lub warto$¢ $rednia z tych alokacji. Na osi pionowej przedstawiona
jest warto$¢ miary niesprawiedliwo$ci/nierdwnosci rozwigzania, na osi poziomej warto$¢
funkcji okreslajacej jako$¢ rozwigzania (np. suma przychodoéw z alokacji jednostek zasoboéw

na zapotrzebowaniach).

Problem zwigzany zuwzglednieniem sprawiedliwosci oraz rownego traktowania

kazdego z punktow mozliwej alokacji zasobow jest waznym kryterium réwniez w badaniach
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zwigzanych zekonomig [60]. Mozna spotka¢ si¢ z podejsciem maksymalizacji funkcji
0 najmniejszym wptywie na popraw¢ wydajnosci systemu [11], jak réwniez z minimalizacja
typowych miar nieréwnomiernosci [42]. Przyktadem takiej miary moze by¢ wskaznik Giniego.
Kazde ztych podejs¢ posiada swoje dobre jak izte strony. Wpltywa na to poziom
skomplikowania samej implementacji metody, poziom sprawiedliwosci lub stopien z jakim
preferowana jest wydajno$¢ systemu, predko$¢ obliczen, charakterystyka parametrow
sterujacych. Opisana w pracy metoda ma na celu uzyskanie rozwigzania, ktore najlepiej godzi
w sobie sprawiedliwos¢ i1 o0golng wydajnos$¢ sieci. Rozpatrywany jest graf nieskierowany,
o tukach /€ {1,.., L}, ktérych maksymalna pojemnos¢ zostata okreslona jako ¢; dla kazdego
z tukéw. Problem dotyczy alokacji przepustowosci na okreslonej ilosci par zadanych weztow,
ktére okreslane s3 jako zapotrzebowania. Ich zbidr zostal oznaczony jako D. Kazde
zapotrzebowanie posiada wezet poczatkowy (zrodto) oraz koncowy (ujscie) i zamiennie jest
okreslane mianem $ciezki. Wprowadzono zatozenie na mozliwos¢ rozdzielania si¢ (bifurkacji)
sciezek. Zapotrzebowania zostaly dobrane w sposob umozliwiajagcy zaistnienie problemu
wspotdzielenia przez nie tukéw oraz kazdej znich przypisano rézne wartosci przychodu
jednostkowego z przedzielonego obcigzenia. W rozpatrywanym przykladzie przyjeto zbior 10
zapotrzebowan na przepustowos¢. Okreslono rowniez wektor przychodow jednostkowych r
z alokacji obcigzenia na d-tym zapotrzebowaniu. Wydajnos¢ systemu jest tym wigksza im
wigkszy przychod z przepuszczonego obcigzenia zostanie osiggnigty. Problem optymalizacji
mozna zapisa¢ wigc jako max{f(d):deQ}, gdzie Q przedstawia calg przestrzen decyzyjna,
a funkcja f(d) oznacza, w przypadku maksymalizacji wydajnosci, warto$¢ przychodu dla
podjetej decyzji (f(d) = hyry ). Do zmiennych decyzyjnych zaliczy¢ nalezy liczbe jednostek
przydzielanego obcigzenia dla d-tego zapotrzebowania hg, jak rowniez obcigzenie na
poszczegbdlnych tukach x;. Przyjeto, ze wyzej wymienione zmienne majg charakter ciaggly.
Bezposrednia maksymalizacja calkowitej wydajnosci sieci, nazywana modelem
jednokryterialnej maksymalizacji catkowitej wydajnosci sieci, moze zosta¢ zapisana w postaci

matematycznej w nastepujacy sposob:

max Z hary, (64)

deD
z AniXig — z byixig =

leL leL

0 dlan#s4t;,Vn €N, (65)

{ h; dlan = sy,
_hd dlan = td,
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ledSCl,VlEL. (66)
deD

Powyzsze sformulowanie gwarantuje najwyzsza mozliwg wydajno$¢ wymiarowanego
systemu. Nie uwzglednia ono jednak rownego traktowania kazdej ze Sciezek zapotrzebowan
w sieci. Uwzglednia on, bowiem relacj¢ preferencji racjonalnej. Aby formutowany model
uwzglednial sprawiedliwo$¢ powinien spetnia¢ zalozenia relacji wyréwnujacej 1 anonimowe;.
Funkcja kryterium opisuje sume wszystkich wartosci przychodow z alokacji przepustowosci,
a celem zadania optymalizacji jest jej maksymalizacja. W modelu wystepuja ograniczenia
charakterystyczne dla sformulowania zadania w notacji NL. Dzi¢ki takiemu sformutowaniu
mozliwe jest rozdzielanie si¢ §ciezek. Takie sformutowanie pocigga za soba koniecznos¢
zdefiniowania wséréd danych wejsciowych macierzy incydencji tukow z wezlami sieci.
Elementy tej macierzy wystepuja w modelu pod oznaczeniem a, — dla [-tego tuku
wychodzacego z n-tego wezta oraz b, — dla [-tego tuku wchodzacego do n-tego wezta. Macierze
incydencji przyjmuja wartosci binarne. Ostatnim i zarazem najbardziej intuicyjnym zatozeniem
jest ograniczenie warto$ci sumarycznego obcigzenia tuku grafu tak, aby nie przekroczyto ono
jego pojemnosci. W pracy zaproponowano rozbudoweg tego modelu o dodanie czynnika
sprawiedliwosci. Modyfikacji ulegta funkcja kryterium, ktéra maksymalizuje przyrost warto$ci
funkcji zwigzanej z efektywnoscia sieci z wzgledem okreslonej wartosci t, rozumianej jako
warto$¢ maksymalnie sprawiedliwa. Warto$¢ ta moze zosta¢ uzyskana z rozwigzania zadania
optymalizacji modelu max-min, ktora posiada wysoki wspolczynnik kosztu sprawiedliwosci

(POF).
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3.2 Dwukryterialny model ilorazowy uwzgledniajacy k-najmniejszych warto$ci

funkcji odniesienia

Rozpatrywanymi miarami, ktore sg sktadnikami ilorazu w rozpatrywanym problemie
sieciowym jest warto$¢ poprawy funkcji celu maksymalizujacej przychod z przydzielonego
obcigzenia na zadanych S$ciezkach (zapotrzebowaniach) oraz sktadnik odnoszacy si¢ do
wybranego procenta $ciezek najmniej dochodowych, ktory wplywa na sprawiedliwosé
rozwigzania. Wiaze si¢ to z wykorzystaniem podejscia bazujacego na analizie k-najbardziej
dyskryminowanych wartosci [39]. Model tego typu nazwano modelem maksymalizacji
wydajnosci sieci ze wzgledu na sprawiedliwos¢. W modelu ilorazowym uwzgledniajagcym
minimalizacj¢ wyrozniane sg odmienne parametry sterujace, ktorymi w tym przypadku sg
parametr [ oraz T. Odpowiedzialne sa one odpowiednio za procent szczegdlnie traktowanych
zapotrzebowan generujgcych najmniejsze zyski catkowite oraz warto$¢ funkcji reprezentujace;j
jako$¢ rozwiagzania (calkowity zysk z alokacji jednostek zasoboéw na zapotrzebowaniach).
Model optymalizacji bedzie dopasowywal warto$ci zmiennych decyzyjnych w taki sposob, aby
zwiekszy¢ warto$¢ funkcji kryterium odpowiedzialnej za wydajno$¢. Wartos$¢ ta nie powinna
by¢ mniejsza niz warto§¢ rozwigzania otrzymanego metodg max-min oraz nie wigksza niz
otrzymana metoda maksymalizacji jednego tylko kryterium, odnoszacego si¢ do
maksymalizacji wydajnosci systemu lub innymi slowy maksymalizacji zysku z alokacji
jednostek zasobow [61]. Model ilorazowy uwzgledniajagcy minimalizacj¢ stosunku wartosci

miary nierownosci do straty na wydajnosci systemu (RBMIN) mozna zapisa¢ w nastgpujacy

Sposob:

Z, t+ €
min — , (67)

Z—T
diden Ka (68)

zZ—u+ ;m = Zy, kg =20,
1
z:Ez hyra hy = 0,¥ d €D, (69)
deD

kd+hdrd Zu,VdED, (70)

66



zZ>T+e€€=10, (71)

h; dlan = sy, (72)
Z AniXig — Z buxig = { 0 dlan #s4ts,Vn €N,
leL leL —hgdlan =t,,
ledﬁcl,VlEL. (73)

deD

Zmienna zp jest odpowiedzialna w modelu za sprawiedliwo$¢ rozwigzania 1 opisuje miare
zadanego f-procenta wartosci najbardziej dyskryminowanych z powodu najmniejszych
przychodow catkowitych. Dla okreslonej wartosci wspotczynnika f dotyczy ona okreslonego
procenta warto$ci najbardziej dyskryminowanych przez rozwigzanie niesprawiedliwe.
Zmienna z opisuje kryterium wydajnosci (Sredni przychod catkowity z rozdzialu
przepustowosci na zapotrzebowania na ruch w sieci). W modelu wprowadzono dodatkowy
wektor zmiennych Kk, ktory dla d-tego zapotrzebowania okresla strate do rozwigzania
maksymalnie wydajnego 1 niesprawiedliwego. W procesie optymalizacji kazda wartos¢
zmiennej k; bedzie dazyla do osiggniecia wartosci mozliwie najwigkszej (dla wartosci
najbardziej dyskryminowanych), aby zwroci¢ szczegdlng uwage na kryterium sprawiedliwosci
(wzrost wartos$ci tej zmiennej wptywa réwniez na wzrost warto$ci zmiennej u). Zmienna kg,
wplywa zatem na zapewnienie wzrostu wydajno$ci przy jednoczesnym utrzymaniu zadanego
poziomu sprawiedliwo$ci 1 zwraca rozwigzanie bedace kompromisem miedzy zyskiem na
wydajnosci (wzgledem wartosci 7), a stratg poniesiong przez zwigkszenie [S-procent wartosci
mniej przychodowych. Model wykorzystujacy wymieniong miar¢ jako wskaznik okreslajacy
poziom wymagania na sprawiedliwo$¢ rozwigzania zostal mozna nazwa¢ modelem
optymalizacji ilorazu beta procent najbardziej dyskryminowanych wartosci. Problem mozna
okresli¢ w tym przypadku jako minimalizacj¢ warto$ci obnizenia jako$ci (calkowitej
wydajnosci) systemu w stosunku miary niesprawiedliwosci (nierdwnos$ci) rozwigzania. Ze
wzgledu na nieliniowo$¢ wystepujacag w funkcji kryterium niezbedne jest wykorzystanie

nastepujacych podstawien:

1 —~ hg — ka -~ u —~ X1d
v=— vg=—,h; =— k; =—, 0l =—,k;;, = —. 74
z—1’ 0 T A T AT z—v’ 7T ¢ (74)

Po podstawieniach oraz po uproszczeniu zapisany moze zosta¢ w nastepujacy sposob:
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kq
min (v —14 + Zc;fn 44 €Vy), (75)
v — 1T = 1, (76)
_1 i
v=a dTa (77)
deD
ky+hgry=>1,vdeD,k; >0, (78)
1>e€-v, (79)
hy dlan = s,
> awfia— ) bufia=1 0 dlan#sute (80)
leL leL —hgdlan =tg,
Z%SClUO,VlEL. (81)

deD

Parametr T oznacza, jak wczesniej wspomniano, warto$¢ funkcji okreslajgcej wydajnos¢ system
dla rozwigzania najbardziej sprawiedliwego. Ztego powodu aby uzyska¢ rozwigzanie
w modelu ilorazowym nalezy przeprowadzi¢ wczesniej obliczenia w celu wyznaczenia tej

warto$ci. Model max-min wykorzystywany w tym celu zapisywany jest w nastepujacy sposob:
max z, (82)
z < hyry,Vd € D. (83)

W celu zwigkszania warto$ci funkcji kryterium catkowitej wydajnos$ci system bez zmniejszania
sprawiedliwo$ci rozwigzania, model max-min z dodatkowym wyrazeniem zwigzanym
z kryterium catkowitej wydajnosci pozwala na maksymalizacje¢ najbardziej dyskryminowane;j
wartos$ci, po czym zwigksza alokacje zasobow tam, gdzie to mozliwe. Po personifikacji model

taki wyglada nastepujaco

max(z + z hara), (84)
deD
z < hdrd,‘v’ d €D. (85)
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W opisywanych modelach ilorazowych jako warto$¢ poczatkowa parametru t (pierwsza
iteracja podczas generacji spektrum rozwigzan) przyjeta zostata wartos¢ modelu max-min nie
rozbudowanego o dodatkowy czynnik sumy zwigkszajacy wydajnos$¢ rozwigzania. W modelu
ilorazowym parametr [, odpowiedzialny za procent szczegélnie traktowanych najmniej
atrakcyjnych wartosci funkcji kryterium moze osiaga¢ wartosci ciagte z zakresu <0;1>. Scislej
mowigc, im wigksza liczba z tego przedziatu tym wigksza liczba szczegolnie traktowanych
wartosci funkcji osiggniecia. Nalezy jednak pamigta¢ rowniez o tym, ze 100% szczegolnie
traktowanych zapotrzebowan jest rownoznaczne z tym, ze zadne zapotrzebowanie nie bedzie
tak traktowane, arozwigzanie zadania bedzie rdéwnoznaczne zrozwigzaniem zadania
jednokryterialnego nie bioracego pod uwage sprawiedliwosci rozwigzania. Podobnie jak kazdy
z przytoczonych w pracy modeli programowania liniowego moze zosta¢ zaimplementowany

w §rodowisku optymalizacyjnym takim, jak na przyktad CPLEX, GLPK, GUROBI lub innym.

W przedstawionym przykladzie jako $rodowisko optymalizacyjne zostal wybrany
pakiet wykorzystujacy pakiet optymalizacyjny CPLEX. Doswiadczenia zostaly
przeprowadzone na kilku wczes$niej opracowanych zbiorach danych wejsciowych oraz
zdefiniowanych parametrow sterujagcych rozwigzaniem. Pozwolitlo to osiggnaé spektrum
rozwigzan od najbardziej sprawiedliwego (najmniej wydajnego) do najbardziej
niesprawiedliwego (najbardziej wydajnego). Jako rozwigzanie wysoce sprawiedliwe, okresla
si¢ takie, ktore nie blokuje zadnego zrozpatrywanych zapotrzebowan, czyli kazdemu
z zapotrzebowan przyznawana jest warto$¢ obcigzenia wigksza niz 0. Kolejne wartosci zyskow
jednostkowych zostaly zawarte w tablicy R=[200, 50, 150, 100, 60, 200, 50, 150, 100, 60].
Warto$¢ rozwigzania max-min dla tak dobranych wartosci zyskow jednostkowych wynosi 3667
jednostek. W ponizszych tabelach zostaly przedstawione wyniki, ktére odpowiadajg ostatnim
wysoko sprawiedliwym rozwigzaniom otrzymanym w procesie krokowego zwigkszania
warto$ci parametru t. Odpowiada to najbardziej wydajnemu rozwigzaniu mozliwemu do
osiggnigcia przy zadanym - cz¢$ci najbardziej dyskryminowanych zapotrzebowan na alokacje
zasobOw sieciowych.

Tabela 8 Wyniki uzyskane dla modelu RBMIN (NL) dla kolejnych wartosci parametru 3, oraz wartosci podstawowych statystyk

obliczonych dla uzyskanego rozwigzania dla =3700.

Miara B=0.1-04 B=0.5 B=0607 | p=038 =109
MF1 3666.67 5000 5000 5000 5000
MF2 3666.67 0 4000 0 4000
MF3 3666.67 5000 5000 5000 5000
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MF4 6000 5000 5000 5000 5000
MF5 3666.67 5000 5000 5000 5000
MF6 3666.67 5000 5000 5000 5000
MF7 3666.67 4000 0 4000 0
MF8 6000 5000 5000 5000 5000
MF9 5000 5000 5000 5000 5000
MF10 3666.67 5000 5000 5000 5000
Odrzucone zadania 0 1 1 1 1
Srednia (H) 48.00 46.33 46.33 46.33 46.33
Przychéd catkowity (R ) 42666.67 44000.00 44000.00 44000.00 44000.00
Jain (H) 0.95 0.90 0.90 0.90 0.90
Gini (H) 0.10 0.12 0.12 0.12 0.12
F (Hossfeld) (R) 0.18 0.40 0.40 0.40 0.40
POF(R) % 45.99 44.30 44.30 4430 44.30

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 9 Wyniki uzyskane dla modelu RBMIN (LP) dla kolejnych wartosci parametru f3, oraz wartosci podstawowych statystyk

obliczonych dla uzyskanego rozwiqzania dla =3700.

Miara p=0.1-04 p=0.5-0.8 =09
MF1 3666.67 5000 5000
MEF2 3666.67 2875 833.33
MEF3 3666.67 5000 5000
MF4 6000 5000 5000
MF5 3666.67 5000 5000
MF6 3666.67 5000 5000
MF7 3666.67 1125 3166.67
MF8 6000 5000 5000
MF9 5000 5000 5000
MF10 3666.67 5000 5000
Odrzucone zadania 0 0 0
Srednia (H) 48.00 46.33 46.33
Przychdd catkowity 42666.67 44000.00 44000.00
Jain (H) 0.95 0.92 0.92
Gini (H) 0.10 0.11 0.11
F (Hossfeld) 0.18 0.35 0.37
POF(R) 45.99 44.30 44.30
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Miernikiem efektywnos$ci w zadaniach optymalizacji jest miara y; = hy1y, ktéra odnosi si¢ do
przychodu z alokacji /s jednostek obcigzenia z przychodem jednostkowym ry; dla d-tego
zadania. Obliczenia zostaty przeprowadzone dla kolejnych warto$ci parametru 3 od 0.1 do 0.9.
Pozwolito to osiggna¢ rozne konfiguracje rozwigzan wsrdd rozwigzan sprawiedliwych. Jest to
niewatpliwie zaleta metody. Gdy B przyjmuje wyzsze wartosci, rozwigzanie traci na réwnosci
1 zyskuje na wydajno$ci. Parametr sterowania rozwigzaniem réwny 1 odnosi si¢ do prostej
maksymalizacji wydajnosci systemu bez uwzglednienia kryterium rzetelno$ci. W powyzszej
tabeli przedstawiono wyniki dla dziesieciu wartosci parametru kontrolnego B dla zadanego
wektora przychodéw jednostkowych R. Dla kazdego rozwigzania zostaty rowniez wyznaczone
podstawowe statystyki, wykorzystane do ich oceny. System zyskuje na wydajnosci, gdy
najbardziej oplacalne zapotrzebowanie zabiera wigcej tadunku, czerpigc zasoby ztaczy
uzywanych przez innych i doprowadzajac do zagtodzenia laczy mniej przychodowych, ktore
wspoldziela zasoby. Srednia podaje informacje o catkowitej wydajnosci systemu i jest z nia
$cisSle powigzana. Dla warto$ci parametru t réwnej 4300 jednostek kazde z osiggnietych
rozwigzan nie jest wysoce sprawiedliwe. Kazde zwraca co najmniej 2 zapotrzebowania, ktore
sg zablokowane. Istotne jest réwniez to ze rozwigzania sg jednakowo skuteczne przy
wykorzystaniu modelu LP jak rowniez NL. Rozwigzania r6znig si¢ jedynie delikatnie migdzy
soba rozktadem obcigzen na wybranych zapotrzebowaniach, lecz koncowe wartosci funkcji
kryterium sg ze sobg zbiezne. Do prezentacji dalszych obliczen z tego wzgledu przyjeto formute
NL. Zgodnie z oczekiwaniami rozwigzania otrzymane przy tak wysokiej warto$ci parametru t
warto$ci wspotczynnika Giniego sg stosunkowo wysokie- wyzsze niz 0.5 co jest moze zostaé
uznane za warto$¢ graniczng akceptowalno$ci sprawiedliwosci rozwigzania. Podobnie sytuacja
wyglada z warto$ciami osiagni¢tymi dla indeksu Jaina, z ta r6znica ze ten wspdtczynnik jako
miara rownomiernos$ci dla kolejnych bardziej niesprawiedliwych rozwigzan przyjmuje wartosci

coraz mniejsze.

Tabela 10 Wyniki uzyskane dla modelu (NL) RBMIN dla parametru t=4300

Miara B=0.1 =02 =103 B=04 | p=05-06 | B=0.7-0.9
MF1 32000 38000 22000 457143 12600 12600
MF2 0 0 0 0 0 0
MF3 4500 1500 4500 3428.57 12600 12600
MF4 6000 6000 6000 6000 13600 13600
MF5 0 0 0 3428.57 0 0
MF6 18000 12000 28000 42000 12600 12600
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MF7 0 0 0 0 0 0
MEF8 13500 16500 13500 6000 12600 12600
MF9 5000 5000 5000 5000 12600 12600
MF10 0 0 0 1028.57 0 0
Odrzucone
zadania 4 4 4 2 4 4
Srednia (H) 48.00 48.00 48.00 48.00 55.60 55.60
Przychod
calkowity 79000.00 79000.00 79000.00 71457.14 76600.00 76600.00
Jain 0.39 0.32 0.41 0.27 0.60 0.60
Gini 0.63 0.68 0.62 0.63 0.41 0.41
F (Hossfeld) 0.38 0.40 0.32 0.44 0.08 0.08
POF 0.00 0.00 0.00 9.55 3.04 3.04

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 11 Wyniki uzyskane dla modelu RBMIN (LP) dla parametru =4300

Miara p=0.1 =02 =03 =04 =05-06 | =0.7-0.9
MF1 38000 38000 36000 28571.43 12600 12600
MF2 0 0 0 0 0 0
MF3 9000 12000 12000 3428.57 12600 12600
MF4 6000 6000 6000 6000 13600 12600
MF5 0 0 0 3428.57 0 0
MF6 12000 12000 14000 18000 12600 12600
MEF7 0 0 0 0 0 0
MF8 9000 6000 6000 6000 12600 12600
MF9 5000 5000 5000 5000 12600 12600
MF10 0 0 0 1028.57 0 0
Odrzucone zadania 4 4 4 2 4 4
Srednia (H) 48.00 48.00 48.00 48.00 55.60 54.60
Przychéd catkowity | 79000.00 79000.00 79000.00 71457.14 76600.00 75600.00
Jain 0.34 0.34 0.36 0.40 0.60 0.60
Gini 0.63 0.64 0.63 0.58 0.41 0.40
F (Hossfeld) 0.43 0.42 0.41 0.39 0.08 0.02
POF 0.00 0.00 0.00 9.55 3.04 4.30

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 12 Wyniki obcigzen (H) osiggniete dla innych wartosci parametru 7, ograniczone do rozwigzan silnie sprawiedliwych

uzyskanych dla modelu RBMIN (NL)

Miara B=0.1 $=0.2 B=0.3 B=04 B=0.5-0.9
T 4100 4100 4100 3800 3661
H1 92.31 110.00 9.23 18.33 18.33
H2 36.92 36.92 36.92 73.33 73.33
H3 12.31 12.31 12.31 24.44 24.44
H4 60.00 60.00 62.31 60.00 36.67
H5 30.77 30.77 30.77 61.11 61.11
H6 90.00 7231 170.77 18.33 18.33
H7 36.92 36.92 36.92 73.33 73.33
H8 40.00 40.00 40.00 40.00 24.44
HO 50.00 50.00 5231 50.00 36.67
H10 30.77 30.77 30.77 61.11 61.11
Sredni przychod | 6269.23 6269.23 6269.23 4266.67 3666.67

Zrodto: Opracowanie wlasne.

Tabela 13 Wyniki obcigzen (H) osiggnigte dla innych wartosci parametru 7, ograniczone do rozwiqzan silnie sprawiedliwych

uzyskanych dla modelu RBMIN (LP)

Miara B=0.1 B=0.2 =03 B =04 £=0.5-0.9

T 4100 4100 4100 3900 3700

H1 153.08 153.08 151.15 25.00 25.00

H2 36.92 36.92 36.92 41.67 57.50

H3 12.31 12.31 12.31 33.33 33.33

H4 60.00 60.00 60.00 60.00 50.00

H5 30.77 30.77 30.77 83.33 83.33

H6 29.23 29.23 31.15 25.00 25.00

H7 36.92 36.92 36.92 38.33 22.50

H8 40.00 40.00 40.00 40.00 33.33

HO 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00

HI0 30.77 30.77 30.77 83.33 83.33
Sredni przychéd 6269.23 6269.23 6269.23 4600.00 4400.00
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Na podstawie wynikow przedstawionych w tabeli 13 nalezy stwierdzi¢, ze podczas
wyznaczania spektrum rozwigzan optymalnych badang metoda nalezy zwroci¢ uwage rowniez
na drugi parametr sterujacy, jakim jest parametr t. W tabeli przedstawiono jedynie rozwigzania,
ktére nie blokuja zadnego zadania. Najbardziej atrakcyjne rozwigzania pod katem kryterium
wydajnosci zostaly uzyskane dla zestawu parametrow 3 oraz t rownych odpowiednio (0.1,
4100), (0.2, 4100), (0.3, 4100) oraz (0.4, 3900). Dla wartosci parametréw 3 oraz t wigkszych

od odpowiednio 0.5 oraz 3900 nie uzyskiwano juz rozwigzania silnie sprawiedliwego.

Omowiony w tym rozdziale model uwzgledniajacy minimalizacje ilorazu dwoch
przeciwstawnych kryteriow moze zosta¢ zapisany rowniez w formie maksymalizacji. Dla
poréwnania w dalszej cze$ci rozdzialu przedstawione zostaly wyniki oraz sformulowanie
problemu alokacji ograniczonych zasobow na przyktadzie sieciowym dla podej$cia
maksymalizacji ilorazu dwoch przeciwstawnych kryteriow, jakimi sg wydajno$¢ systemu oraz
miara sprawiedliwos$ci. Podobnie jak w przypadku wczes$niejszym, jako miarg sprawiedliwosci
wybrano $rednig z warto$ci obcigzen najmniej dochodowych zapotrzebowan. Wykorzystana
zostata w tym celu sie¢ przedstawiona na poczatku rozdziatu. R6éznica w tym przypadku polega
na zmianie podejscia na maksymalizacj¢ ilorazu dwoch przeciwstawnych kryteriow. Réznica
zmienna z oraz parametru T opisuje wzrost wydajnosci rozwigzania (poprawe wzgledem
zadanego rozwigzania, np. maxmin). Wektor zmiennych k, ktorego wartos¢ jest rozna dla
kazdego d-tego zapotrzebowania umozliwia odpowiednie sortowanie warto$ci funkcji
kryterium od najbardziej dyskryminowanych. W procesie optymalizacji kazda wartos$¢
zmiennej k; bedzie dazyla do osiagniecia wartosci mozliwie majmniejszej, aby zapewnic
poprawne dziatanie modelu pod katem miary sprawiedliwosci jaka jest maksymalizacja -
procent warto$ci mniej przychodowych. Model matematyczny, ktory pozwala na zachowanie
rownowagi migdzy efektywnoscig, a sprawiedliwoscia w sformutowaniu maksymalizacji

(RBMAX) wyglada nastepujaco:

Z—T
max ——, (86)
k
ZO=Z—u+Zdﬁ6D d,kd20,20>0, (87)
zZ=2 ala (88)
deD
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kd+hdrd2u,deO,VdED,

Z AniXyqg — Z bypixiqg =

h; dlan =sg,
{ 0 dlan+# syt

leL leL —h; dlan = tg,
led < Cl,Vl S L,
deD

Podstawienia w celu linearyzacji modelu ilorazowego (maksymalizacja):

Model ilorazowy (maksymalizacja) po podstawieniach wyglada nast¢pujaco:

max v — TV,

kg +hgrg =1i; Vd €D,

hy dlan=s,,

> g = ) bufia = 0 dlan # sg ta,
leL leL —hgdlan=tg,

Z% <cvy,VYIEL.
deD

(89)

(90)

C2))

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)

97)

(98)

Kazde z powyzszych rownan zostato podzielone przez zmienng zy. Taki zabieg pozwala zapisac¢

funkcje kryterium jako maksymalizacja roéznicy, eliminujac nieliniowosci (iloraz zmiennych),

ktore wystepowaty w poprzednim przypadku. Zmianie ulegly rowniez pozostate ograniczenia

zwigzane z implementacjg samego kryterium sprawiedliwo$ci w metodzie oraz ograniczenia

podstawowe na przeptyw w sieci w notacji wezel-tuk. Wykorzystany zabieg pozwalajacy na
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wykorzystanie narzedzi programowania liniowego skutkuje potrzebg podzielenia kazdej ze

zmiennych wynikowych przez warto$¢ vo.

Obliczenia przeprowadzono w srodowisku CPLEX. Dla kilku przyktadowych zbioréw
danych wejsciowych w pierwszej kolejnosci wyznaczono rozwigzanie modelu max-min.
Model zapisany w postaci zadania maksymalizacji posiada ograniczong dziedzing. Dla
poprawnego dziatania metody nalezy bowiem jako parametr 7 podstawi¢ warto$¢ rozwigzania
max-min. Jest ona traktowana jako warto$¢ bazowa rozwigzania, ktora ma zosta¢ poprawiona
przy pomocy modelu ilorazowego. Nast¢pnie wykorzystano metod¢ maksymalizacji przychodu
z alokacji obcigzen na zapotrzebowaniach ze wzgledem na sprawiedliwos¢ do poprawy
otrzymanego rozwigzania. Dla opisanej struktury warto§ciami wejsciowymi, ktérymi byty
warto$ci przychodéw jednostkowych z alokacji obcigzenia na danym zapotrzebowaniu nie
ulegly zmianie w stosunku do modelu max-min opisanego w poprzednim podrozdziale.
Warto$¢ obcigzenia rozdzielonych zasobow sieciowych na zadanych $ciezkach przez model
max-min byla warto$cig wspotczynnika t, sterujgcego rozwigzaniem w badanej metodzie.
Warto$¢ ta jest zbiezna z najmniejszg wartoscig uzyskang przy pomocy modelu lexMAX.
Drugim wspotczynnikiem metody jest wspdiczynnik [ okreslajacy procent zapotrzebowan
najbardziej dyskryminowanych, ktére nie moga ulec zagtodzeniu, podobnie jak w przypadku

modelu RBMIN.

W zaleznos$ci od preferencji bardziej lub mniej istotna jest rowniez warto$¢ srednia
poszczegbdlnych obcigzen. Wartosci Sredniej 1 $§redniej geometrycznej sa mato wrazliwe na
zmiany réwnomiernosci rozktadu za$§ miarg najbardziej wrazliwg pod tym wzgledem jest
odchylenie standardowe oraz wspotczynnik Giniego. Kazdy ze sposobdéw analizy
réwnomiernosci rozktadu pozwala stwierdzi¢, ze najbardziej réwnomierne rozktady warto$ci
funkcji osiggnigcia zostaty uzyskane dla pierwszych dwoéch przypadkow. Dla pierwszych
iteracji oraz dla odpowiednio matego parametru sterujacego f, rozwigzanie jest zblizone do
rozwigzania uzyskanego przez model lexMAX. Wspoétczynnik f przyjmuje w tym przypadku
wartosci z zakresu (0;1). Parametr ten odnosi si¢ on do procenta najbardziej dyskryminowanych
wartos$ci, ktorych warto$¢ nalezy maksymalizowac kosztem wartosci bardziej efektywnych.
W odréznieniu do modelu RBMIN posiada on w tym miejscu ograniczenie i dla wartosci O oraz
1 model nie zwréci zadnego rozwigzania. Przeprowadzona analiza pozwala stwierdzi¢, ze
badana metoda pozwala na uzyskanie rozwigzania optymalnego pod katem rownowagi migdzy
dwoma kryteriami, ktérymi sa sprawiedliwo$¢ i1 catkowita wydajno$¢ systemu, podobnie jak
w przypadku modelu RBMIN. Zasadniczym elementem jest warto$¢ statej 7, ktorej btedne
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okreslenie uniemozliwia otrzymanie rozwigzania. Wykorzystane podstawienie pozwalajace na
zapis modelu w postaci liniowej pocigga za soba potrzeb¢ wprowadzenia dodatkowych
zmiennych bedacych ilorazami warto$ci zmiennych poczatkowych oraz zmiennej zo. Zabieg ten
wplywa na komplikacje zwigzane z wykorzystaniem powyzsze] metody do problemow
dyskretnych lub catkowito-liczbowych. W przypadku potrzeby wprowadzenia takich zalozen
niezbg¢dne jest wprowadzenie dodatkowych ograniczen do modelu Wyniki obliczen dla testow
modelu przedstawiono w ponizszej tabeli. Metodologia wykorzystana do przeprowadzenia
analizy wydajnosci modelu RBMAX jest identyczna jak w przypadku RBMIN. Obliczenia
przeprowadzono dla ré6znych wartosci parametru f od 0.1 do 0.9. W kolejnych tabelach,
podobnie do poprzednio analizowanego przypadku (modelu RBMIN) przedstawiono wyniki
obliczen dla parametru 7 réwnego 4400. Rozwigzania dla tej wartosci cechujg si¢ jednak
niskim wspolczynnikiem sprawiedliwosci 1w tym miejscu réwniez zaistniala potrzeba

wykonania obliczen dla parametréw zawierajacych si¢ pomigdzy tymi warto$ciami.

Tabela 14 Wyniki obliczen dla modelu RBMAX (NL) dla wartosci parametru t=4400

Miara p=0.1 =02 =03 =04 p=0.5-09
MF1 32000 22000 26000 36000 12600
MEF2 0 0 0 0 0
MF3 6000 12000 12000 3428.57 12600
MF4 6000 6000 6000 6000 13600
MF5 0 0 0 3428.57 0
MF6 18000 28000 24000 10571.43 12600
MF7 0 0 0 0 0
MF8 12000 6000 6000 6000 12600
MF9 5000 5000 5000 5000 12600
MF10 0 0 0 1028.57 0
Odrzucone zadania 4 4 4 2 4
Srednia (H) 48.00 48.00 48.00 48.00 55.60
Przychdd catkowity 79000.00 79000.00 79000.00 71457.14 76600.00
Jain 0.39 0.41 0.42 0.33 0.60
Gini 0.62 0.61 0.61 0.60 0.41
F (Hossfeld) 0.39 0.33 0.28 0.44 0.08
POF 0.00 0.00 0.00 9.55 3.04

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Tabela 15 Wyniki modelu RBMAX (LP) dla parametru =4400.

Miara p=0.1 =02 =03 p=04 £=0.5-0.9
MF1 14000 32000 32000 28571.43 12600
MF2 0 0 0 0 0
MF3 9000 9000 4500 3428.57 12600
MF4 6000 6000 6000 6000 13600
MF5 0 0 0 3428.57 0
MF6 36000 18000 18000 18000 12600
MF7 0 0 0 0 0
MEF8 9000 9000 13500 6000 12600
MF9 5000 5000 5000 5000 12600
MF10 0 0 0 1028.57 0
Odrzucone zadania 4 4 4 2 4
Srednia (H) 48.00 48.00 48.00 48.00 55.60
Przychod catkowity 79000.00 79000.00 79000.00 71457.14 76600.00
Jain 0.36 0.40 0.39 0.40 0.60
Gini 0.63 0.62 0.63 0.58 0.41
F (Hossfeld) 0.42 0.39 0.38 0.39 0.08
POF 0.00 0.00 0.00 9.55 3.04

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 16 Wyniki osiggniete dla innych wartosci parametru t, ograniczone do rozwigzan silnie sprawiedliwych uzyskanych

dla modelu RBMAX

Miara £ =0.1 £=0.2 £=0.3 =04 | f=05-06 | p=0.7 | p=0.8 £=0.9

T 4100 4100 4100 3800 [3700.0 3700.0 | 3700.0 4100.0
H1 136.15 119.23 82.31 18.33 25.00 25.00 25.00 25.00
H2 36.92 36.92 36.92 73.33 80.00 50.00 10.00 63.33
H3 12.31 12.31 12.31 24.44 33.33 33.33 33.33 33.33
H4 60.00 60.00 60.00 60.00 50.00 50.00 50.00 50.00
H5 30.77 30.77 30.77 61.11 83.33 83.33 83.33 83.33
Heo 46.15 63.08 100.00 18.33 25.00 25.00 25.00 25.00
H7 36.92 36.92 36.92 73.33 0.00 30.00 70.00 16.67
H8 40.00 40.00 40.00 40.00 33.33 33.33 33.33 33.33
H9 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00 50.00
H10 30.77 30.77 30.77 61.11 83.33 83.33 83.33 83.33

Sredni
przychod 6269.23 | 6269.23 | 6269.20 | 4266.67 4400.00 | 4400.00 | 4400.00 | 4400.00

Zrodto: Opracowanie wlasne.

78



Na podstawie wykonanych obliczen nalezy stwierdzi¢ ze modele RBMIN oraz RBMAX
zwracaja bardzo zblizone wyniki. Obydwie metody pozwalaja na zwrdcenie spectrum
rozwigzan, sposrod ktérych decydent moze wybraé rozwigzanie o okreslonym stopniu
sprawiedliwosci. Obydwa modele jako gldéwny parametr sterujacy posiadajg wspotczynnik f,
ktory odnosi si¢ do liczby najbardziej dyskryminowanych zagdan. Metoda RBMAX ze wzgledu
na ksztalt zbioru rozwigzan dopuszczalnych oraz prostej, ktorej wspotczynnik kierunkowy
odpowiada warto$ci tego parametru, dla jego warto$ci rownej 1 nie zwraca rozwigzania.
Podobnie jest w przypadku, kiedy za parametr sterujacy 7 przyjeta zostanie warto§¢ mniejsza
niz max-min. Pod tym wzgledem metoda RBMIN posiada lepsze wilasciwosci, poniewaz

zwraca ona rozwigzanie w kazdym z wymienionych przypadkow.

3.3 Metoda ilorazowa optymalizacji sprawiedliwe] uwzgledniajgca wspodtczynnik

Giniego jako miarg sprawiedliwos$ci

W tym rozdziale przedstawiono opracowany model optymalizacji sprawiedliwej, ktory
wykorzystuje indeks Giniego jako miar¢ sprawiedliwosci [62]. W celu odpowiedniego
przetestowania modelu zostat on opracowany wedlug dwoch notacji opisu zasobow
sieciowych: LP oraz NL. Gléwnym celem opisywanych wtej cze$ci pracy badan jest
poréwnanie nowo opracowanego modelu ilorazowego wykorzystujacego wspotczynnik
Giniego jako miar¢ sprawiedliwos$ci (RGM) z innymi modelami, ktére uwzgledniaja zasade
rownosci / sprawiedliwosci. Ponizej przedstawiono model metody RGM, ktéry zostat
poréwnany z innymi modelami ilorazowymi RBMIN oraz RBMAX. Model RGM jest napisany
W nastepujacy sposob:

+
min 22 ¢ (99)
Z—T
ZieD ZjeD q..
=T ome 2, =20, (100)
= ! h h, >0
z= m ala da="Y (101)
deD
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Z=>T+E, (102)
CIij Zhiri_h]"r}‘, Vl,]ED, (103)
qij = hjr, —hiry,  Yij€D. (104)

gdzie:
h; — warto$¢ obcigzenia przypisanego do d-tego zapotrzebowania,

pa — Wwarto§¢ przychodu uzyskanego zprzydzialu jednostki obcigzenia na d-tym

zapotrzebowaniu.

W modelu zmienna q;; przyjmuje wartosci nieujemne i zostala wprowadzona w celu
umozliwienia zwrocenia warto$ci bezwzglednej z roéznicy migdzy kazda parg przychodow
catkowitych uzyskanych z rezerwacji przepustowos$ci na zapotrzebowaniu. Zmienna z okresla
funkcje odpowiadajaca kryterium wydajnosci, ktore jest opisane przez Sredni przychod
catkowity dla zapotrzebowan na rezerwacja przepustowosci w rozpatrywanej sieci. W modelu
wystepuja parametry € oraz T, z ktorych pierwszy przyjmuje wartos¢ odpowiednio matg
(zapewniajaca wymuszenie poprawy koncowej wartosci kryterium wydajnosci, jesli to tylko
mozliwe). Drugim parametrem jest natomiast warto$¢ kryterium wydajno$ci, ktéra jest w
procesie optymalizacji zwigkszana, przy rownolegltym szczegdlnym uwzglednieniu miary
odpowiadajacej kryterium sprawiedliwosci. W modelu to kryterium jest opisane przez zmienng
zy 1 traktowane jako index Giniego zapisany w postaci przeksztalcenia umozliwiajacego
wykorzystanie go w bardziej efektywny sposob [63]. Podobnie jak w przypadku innych metod
ilorazowych wymagana jest linearyzacja modelu, aby mozna go bylo wykorzysta¢ przez
typowe pakiety oprogramowania wykorzystujace metody optymalizacji liniowej. Model

przeksztatcono przy uzyciu nastepujacych podstawien:
V=—,Vp = Jhy = — =;xdp=— (105)

Model ilorazowy RGM po wykorzystaniu powyzszych przeksztatcen, moze zosta¢ zapisany

W nastepujacy sposob:

min ZieoXieody €V, (106)

2m2
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q,

q,

v= EdeD hara, (107)

1 = vye, (108)
1=v—r1v,, (109)
>hr—Rhr, VijeED, (110)
>hr—hr, Vij€ED, (111)

Tabela 17 Wartosci wektorow funkcji osiggniecia posortowanych niemalejgco

Metoda T B Wektor posortowanych wartosci przychodow catkowitych
RGM 2000 | ND [4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660]
RGM 4600 | ND [4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660]
RGM 4700 | ND [4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,5460]
RGM 4800 | ND [3697,3697,3697,3697,3697,3697,3697,4000,10400,11200]
RGM 4900 | ND [2155,4000,4000,4000,4000,4000,4000,4000,10400,11200]
RGM 5000 | ND [1934,1934,2215,3851,4000,4000,4000,9094,10400,11200]
RGM 5100 | ND [1636,1800,2364,2967,4000,4000,4000,10400,10400,11200]
RGM 5200 | ND [0,0,0,4000,4000,4400,6000,10400,11200,13200]

RBMIN 5200(0.3 [0,0,1800,2200,4000,4000,4000,10400,11200,15600]
RBMIN 5100(0.3 [2649,2649,2649,2649,2649,3057,4000,10400,10664,11200]
RBMIN 50000.3 [3697,3697,3697,3697,3697,3697,3697,4000,10400,11200]
RBMIN 4900|0.3 [3697,3697,3697,3697,3697,3697,3697,4000,10400,11200]
RBMIN 4800|0.3 [3697,3697,3697,3697,3697,3697,3697,4000,10400,11200]
RBMIN 4700)0.3 [4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,5460]
RBMIN 4600|0.3 [4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660]
RBMAX 47001(0.3 [4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,4660,5460]
RBMAX 4800(0.3 [3697,3697,3697,3697,3697,3697,3697,4000,10400,11200]
RBMAX 490010.3 [3697,3697,3697,3697,3697,3697,3697,4000,10400,11200]
RBMAX 50000.3 [3697,3697,3697,3697,3697,3697,3697,4000,10400,11200]
RBMAX 5100(0.3 [2649,2649,2649,2649,2649,2702,3645,10400,11089,11484]
RBMAX 5200(0.3 [0,0,1800,2200,4000,4000,4000,10400,11200,15600]

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Do powyzszych modeli dodane zostaly rowniez wymagane ograniczenia na przeptyw dla
dwoéch notacji (NL oraz LP). Obliczenia wykonano dla kilku wartos$ci parametru €, ktory
powinien mie¢ wystarczajaco matg warto$¢. W obliczeniach przyjeto wartos¢ 0,01. W procesie
badania sprawdzono rowniez warto$ci tego parametru réwne 0,1 1 0,001, ale wyniki nie roznity
sie¢ w znaczacym stopniu. W tabeli ponizej przedstawione zostaly warto$ci wyjsciowe uzyskane

za pomocg notacji NL dla badanego modelu RGM.

Tabela 18 Wyniki statystyk i wspotczynnikow obliczonych dla opracowanych metod ilorazowych

Metoda T € POF a(y) u(y) G(y) | J(y)
RGM 2000 0.01 0.12 0.04 | 4660.13 0.00 1.00
RGM 4600 0.01 0.12 0.00 | 4660.13 0.00 1.00
RGM 4700 0.01 0.11 240.00 | 4740.13 0.02 1.00
RGM 4800 0.01 0.03 2833.20|5147.75 0.23 0.77
RGM 4900 0.01 0.03 2870.34|5175.45 0.24 0.76
RGM 5000 0.01 0.01 3384.53 1 5262.81 0.34 0.71
RGM 5100 0.01 0.01 3628.13 | 5276.67 0.36 0.68
RGM 5200 0.01 0.00 4606.26 | 5320.00 0.48 0.57

RBMIN 5200
RBMIN 5100
RBMIN 5000
RBMIN 4900
RBMIN 4800
RBMIN 4700
RBMIN 4600
RBMAX | 4700
RBMAX | 4800
RBMAX| 4900
RBMAX| 5000
RBMAX| 5100
RBMAX | 5200

0.01 0.00 5000.16 | 5320.00 0.50 0.53
0.01 0.01 3625.38|5256.45 0.34 0.68
0.01 0.03 2833.20 | 5147.75 0.23 0.77
0.01 0.03 2833.20 | 5147.75 0.23 0.77
0.01 0.03 2833.20 | 5147.75 0.23 0.77
0.01 0.11 240.00|4740.13 0.02 1.00
0.01 0.12 0.00|4660.13 0.00 1.00
0.01 0.11 240.00|4740.13 0.02 1.00
0.01 0.03 2833.20 | 5147.75 0.23 0.77
0.01 0.03 2833.20 | 5147.75 0.23 0.77
0.01 0.03 2833.20 | 5147.75 0.23 0.77
0.01 0.01 3773.18|5256.45 0.34 0.66
0.01 0.00 5000.16 | 5320.00 0.50 0.53

=
QQQQQQQQQQQQQNNNNNNNN
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Zrédto: opracowanie wiasne.
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Obliczenia wykonane dla notacji LP oraz NL byty ze sobg zbiezne. Swiadczy to o poprawnosci
zapisanych modeli optymalizacji. Dla metody maksymalizujacej wydajnos¢ (przychod
z przydzielenia zasoboéw sieciowych) oraz max-min wyniki §rednich wartos$ci przychodow
wyniosty odpowiednio 5320 oraz 4660.13 jednostek. Modele ilorazowe cechuja si¢ tatwoscia
w uzyskiwaniu kolejnych rozwigzan budujacych spektrum rozwigzan dopuszczalnych od
najbardziej do najmniej sprawiedliwego. Modele ilorazowe uwzgledniajace miar¢ k-najbardzie;j
dyskryminowanych warto$ci wektora ocen (wspotczynnik f) posiadaja dwa parametry
sterujgce. Analizujgc rozwigzania nalezy wiec bra¢ pod uwage dwa wymiary. Pierwszym jest
warto$¢ wspotczynnika S, ktory jest stosunkowo trudny do okres§lenia na poczatku procesu
optymalizacji. Im wigksza warto$¢ tego wspotczynnika to z jednej strony wiekszy procent
kolejnych ocen, ktére powinny by¢ preferowane wzgledem bardziej wydajnych, natomiast
z drugiej strony jego zbyt duza warto$¢ przestanie spelnia¢ swoja funkcje. W skrajnym
przypadku moze osiggna¢ wartos¢ 100 procent, co sprowadzi rozwigzanie do maksymalizacji
wszystkich wartosci wektora ocen traktowanych tak samo szczegélnie. Drugi parametr,
odnoszacy si¢ do granicy minimalnej warto§ci miary wydajnosci (wspotczynnik t) jest
w modelu gléwnym wspolczynnikiem wykorzystywanym do osiggnig¢cia kolejnych rozwigzan
zadania. Model RGM, ktory wykorzystuje wspotczynnik Giniego jako miar¢ sprawiedliwosci,
nie posiada w sobie zadnego parametru, co czyni model prostszym w wykorzystaniu. Do
poréwnania modeli ilorazowych przyjeto wartos¢ wspotczynnika f = 0.3 wyznaczong na
podstawie wynikow analizy rozwigzan problemu opisanych w poprzednim rozdziale. Dzielac
wartosci przychodow przez warto§¢ dochodu jednostkowego zwigzanego z odpowiednim
zadaniem, mozemy uzyska¢ doktadng warto$¢ obcigzenia, ktore powinno zosta¢ przypisane do
zadanego zadania, aby uzyska¢ analizowany wynik. Wspodtczynniki Jaina i Giniego
reprezentujg miary rownos$ci i1 nierownosci. Wspolczynnik Jain przyjmuje wartos¢ 1, dla
rozwigzania idealnie rownego. Wspotczynnik Giniego jest odwrotnie proporcjonalny do

indeksu Jaina. Zwraca warto$¢ réwng 0 dla najbardziej rownomiernego rozktadu wartosci.

Obliczenia wykonano dla trzech modeli wprowadzonych w poprzednich sekcjach.
Poréwnanie pokazano dla modeli RBMIN, RBMAX i1RGM. Dla opisanego problemu
wykonano obliczenia, ktorych wyniki wykorzystano do stworzenia wykresu przedstawionego
na Rys. 10. Wykresy prezentuja spektrum wynikow uzyskanych w odniesieniu do danych
parametrow wejsciowych. Glownym celem jest osiagnigcie mozliwie najwigkszej wartosci
dochodu uzyskanego z alokacji fadunku do okreslonych wymagan i utrzymanie wymaganego
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poziomu sprawiedliwosci. Aby okresli¢ warto$¢ tego kryterium, obliczono wspdiczynnik
Giniego i przedstawiono go na wykresie. Wykresy przedstawione ponizej ilustruja zaleznosci
migdzy warto$ciami gléwnych czynnikow oceny jakosci dla rozpatrywanych kryteriow.
Warto$¢ wspodiczynnika Giniego zostata zilustrowana za pomocg linii, ktérej wartosci sg
przedstawione na osi pionowej z lewej strony wykresu. Pierwszy wykres jest wykonywany dla
notacji NL, a drugi dla LP. Na kazdym wykresie przedstawiono spektrum wynikow uzyskanych
dla parametru sterujacego t kazda z pord6wnywanych wtej czesSci pracy metod. Po kilku

iteracjach kazda metoda osigga punkt rdwnowagi mi¢dzy dwoma kryteriami.

5400 — - 0.6
mmmmmm 'RBMIN' - Sredni przychdd i
s 'RGM' - Sredni przychdd :
5200 'RBMAX' - Sredni przychdd 0.5
'RBMIN' - Gini index
5000 s RGM' - Gini index 04
e Q== 'RBMAX' - Gini index
4800 0.3
4600 0.2
4400 0.1
4200 0

4600 4700 4800 4900 5000 5100 5200
Rys. 10 Wyniki dla notacji NL

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Na wykresie, kolejne stupki odpowiadajg iteracjom obliczen, to znaczy wyznaczeniu
rozwigzania zadania optymalizacyjnego dla odpowiednich wartosci parametry 7. Wynik
rozwigzania poprzedniego jest zarazem wartoscig tego parametru dla zadania w kolejnej
iteracji. Analizujac wyniki nalezy dojs¢ do wniosku, ze metoda RGM szybciej uzyskuje
koncowy wynik. Dla tego modelu nastgpito to w punkcie 7 = 4900. Zauwazmy, ze dla
poréwnania metod wzrost $redniej wartosci dochodu spowodowal znaczne pogorszenie
rownomiernos$ci rozktadu przypisanych wartosci obcigzen. Jest to bardzo dobrze widoczne
réwniez dla ostatnich badanych wartosci 7, gdzie wyniki otrzymane z wykorzystaniem modelu
RGM sa zardwno bardziej sprawiedliwe wedlug indeksu Giniego, jak rowniez bardziej

efektywne pod katem wydajnosci przede wszystkim w obszarze rozwigzan w ostatnich
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iteracjach. Sg to jednak rozwigzania, ktére blokuja mniej atrakcyjne $ciezki. Dla notacji NL
rozwigzanie wysoce sprawiedliwe zostalo osiggnig¢te dla trzech pierwszych iteracji. Dla
pierwszej iteracji model RBMAX nie zwrécit warto$ci rozwigzania. Jest to charakterystyczne
dla modelu, ktory nie pozwala na osiggni¢cie rozwigzania, gdy parametr t przyjmuje warto$¢
mniejszg niz warto$¢ odpowiadajgca $redniej warto$ci przychoddéw rozwigzania modelu
regularyzowanego max-min, a bardziej doktadnie lexMAX. W kolejnym kroku uzyskane
rozwigzanie dla modelu RGM jest zarowno bardziej efektywne jak i bardziej sprawiedliwe. Dla
kolejnej iteracji ten model pozwala osiagna¢ rozwigzanie jeszcze bardziej efektywne.
Wspotczynnik Giniego dla tego przypadku jest wprawdzie na nieco wyzszym poziomie, jednak
odpowiada on rozwigzaniu silnie sprawiedliwemu. W tym przypadku model RGM jest zardwno
bardziej skuteczny, jak ibardziej korzystny pod wzgledem wymiaru sprawiedliwosci.
Rozwigzania uzyskane z dwoch innych metod daja gorsze wyniki od pierwszej iteracji,
natomiast dluzej utrzymuja indeks sprawiedliwosci na poziomie odpowiadajagcym
rozwigzaniom silnie sprawiedliwym. Podsumowujac, obliczenia wykonane dla 1= 4900 s3
bardziej wydajne dla modelu RGM, ktory zachowuje sprawiedliwos¢. Koncowa wartos¢
rozwigzania RGM dla 1=5200 daje w poréwnaniu do pozostatych analizowanych metod
rowniez rozwigzanie zardwno bardziej efektywne jak i sprawiedliwe, natomiast co najmnie;j
jedno zapotrzebowanie jest w tym przypadku zagtodzone. Ostatnig warto$cig wspotczynnika,
gdzie zwracane jest rozwigzanie silnie sprawiedliwe, jest 5100. Model RGM zwraca wartosci
bardziej atrakcyjne w kazdym rozpatrywanym przypadku. Porownanie metod ilorazowych

pozwala stwierdzi¢, ze zalezno$¢ migdzy sprawiedliwoscia a wydajnos$cia, nie jest liniowa.

3.4 Podsumowanie wad 1 zalet zastosowanych metod

Modele ilorazowe pozwalajg uzyska¢ spektrum rozwigzan w sposob bardziej przyjazny
dla operatora. Najkorzystniejsze wyniki pozwala osiggna¢ model RGM, ktory pozwala
sterowa¢ rozwigzaniem przy pomocy jednego parametru przez co pozwala na szybkie
uzyskanie rozwigzania, ktore jest zarowno efektywne jak iatrakcyjne pod wzgledem
sprawiedliwos$ci. Obserwacje zostaly potwierdzone przez wykonanie obliczen w dwoéch
notacjach (NL oraz LP). Wyniki otrzymane przy zastosowaniu kazdej z wymienionych notacji
sa jednakowe, co potwierdza poprawnos$¢ implementacji modeli. W przypadku notacji LP
nalezy jednak mie¢ na uwadze potrzebg generacji S$ciezek w grafie miedzy zadanymi
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zapotrzebowaniami, tak aby rozpatrzone zostaty wszystkie mozliwosci przeptywow. Wsrod
modeli ilorazowych najbardziej praktyczna okazala si¢ metoda optymalizacji ilorazu
z wykorzystaniem wspotczynnika Giniego. Optymalizowany w modelu iloraz pozwala
osiggna¢ rozwigzanie, ktore przedstawia kompromis miedzy kryterium wydajnosci
a sprawiedliwos$cig rozwigzania. Opracowany model ilorazowy pozwolil na uzyskanie
spektrum rozwigzan dla opisanego problemu decyzyjnego. Byto to zadanie polegajace na
przydzieleniu wartosci obcigzen na zadane zapotrzebowania, ktore wspotdzielg ze sobg zasoby,
jakimi sg tuki badanej sieci. Optymalizowang warto$cig jest z jednej strony wydajnos$¢ sieci, to
znaczy przychod z przydziatu obcigzen. Z drugiej strony optymalizowana jest rowniez miara
wspotczynnika nierdéwnomiernosci rozktadu wartosci przychodéw, jakim jest wspotczynnik
Giniego. Przedstawiony przyktad zastosowania metod odnoszacy si¢ do przypadku sieciowego
nie jest jedynym mozliwym zastosowaniem modeli sprawiedliwych. Moga one zostaé
wykorzystane dla wielu innych instancji zadan, w ktérych wystepuje problem rozdzialu
zasobow na zadane zapotrzebowania. Do takich zadan mozna zaliczy¢ problemy alokacji
punktow obstugi, organizacji ruchu lotniczego czy kolejowego, harmonogramowania
transportu 1 wiele innych. Nowo opracowane modele optymalizacji ilorazu sg proste
w implementacji, a przez wykorzystanie rOwnan liniowych pozwalajg uzyska¢ rozwigzanie
w czasie rzeczywistym. Wszystkie przetestowane modele pod tym wzgledem sg bardzo

wydajne rowniez dla bardzo duzej liczby zmiennych.
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4 Modele sprawiedliwego przydzialu zasoboéw oraz algorytmy

wyznaczania polgczen w sieciach niepelnych

4.1 Opis badanego problemu

4.1.1 Wprowadzenie do zagadnienia

Kolejnym obszarem badan przedstawionym w pracy jest wykorzystanie modeli
optymalizacji sprawiedliwej dla bardziej rozbudowane;j sieci opartej na danych rzeczywistych.
Zadanie nalezy do grupy problemow grafowych o wysokiej ztozonosci obliczeniowej [64].
Struktura danych wejsciowych jest odwzorowaniem sieci dostgpowych operatoréw
telekomunikacyjnych dziatajacych na terenie Polski. Glowng cechg badanej topologii jest jej
rozmiar. Bardzo duza liczba weztéw sieci ogranicza mozliwos$¢ zastosowania tradycyjnych
modeli optymalizacji wykorzystywanych do jej wymiarowania, cho¢ istnieje wiele opracowan
zwigzanych z problemem, ktore opisujg metodyke pracy przy problemach wymiarowania sieci
dostgpowych [65], bezprzewodowych [66]. W pracy przedstawiono kilka alternatywnych
podejs¢ do wyzwan, ktore pojawity si¢ w trakcie prac nad rozwigzaniem zadanego problemu.
Problem zestawienia potaczen miedzy wezlami w sieci moze by¢ rozpatrywany przy
wykorzystaniu metodyki najkrotszego drzewa rozpinajacego [67]. W tym rozdziale opisane
zostalo podejsécie oparte na kilku krokach umozliwiajacych dotarcie do rozwigzania przez
wykorzystanie algorytmow pozwalajacych na prac¢ na sieci niespojnej. Zaproponowana
zostala rowniez metodyka pracy zwigzana ze wstgpnym przetworzeniem danych wejsciowych
w celu zwigkszania spdjnosci badanej sieci. Do okreslenia potaczen migdzy zadanymi weztami
wykorzystywane sg algorytmy bazujace na algorytmach najkrotszej $ciezki oraz zadan z grupy
probleméw komiwojazera. Badanie ztozono$ci obliczeniowej tej klasy problemoéw bylo
przedmiotem analiz, ktorych wyniki mozna znalez¢ w opracowaniach [68]. Problem
komiwojazera zaliczany jest do NP-trudnych, ktorych rozwigzania nie mozna uzyskac¢ w czasie
wielomianowym przy wykorzystaniu obecnie znanych algorytméw obliczeniowych. W tym
rozdziale opisane zostalo wykorzystanie nowo opracowanych oraz istniejagcych modeli
optymalizacji sprawiedliwej dla przydziatu ograniczonych zasobow dla przypadku sieci, ktorej
struktura jest oparta na danych rzeczywistych. Sg to dane, ktére zostaly pozyskane z zasobow
Instytutu  Lacznosci wramach dzialania Systemu Informacyjnego o Infrastrukturze
Szerokopasmowej. W ramach Systemu zbierane byty informacje na temat infrastruktury
szerokopasmowej takiej jak punkty styku, wezly, lacza swiattowodowe oraz miedziane wraz

z ich charakterystyka. Dla celéw bezpieczenstwa zostaly one zanonimizowane w taki sposéb,
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aby nie byto mozliwe zidentyfikowanie w jednoznaczny sposéb podmiotu, do ktérego nalezy
okreslony element infrastruktury. Jak si¢ okazato po wstepnej analizie, migdzy wieloma
weztami brakuje wystarczajacej liczby tukow. Bardziej doktadnie, topologia sieci oparta na
danych surowych w wigkszosci przypadkéw nie pozwalata na uzyskanie polaczenia miedzy
losowo wybranymi parami we¢ztow. Przyjeto wigce strategie, ktora uwzglednia prace na sieci o
okreslonym stopniu niespdjnosci, w celu ustalenia dostgpnych $ciezek dopuszczalnych miedzy
zadanymi weztami. Kryterium doboru $ciezek moze by¢ liczba przeskokéw, to znaczy liczba
weztow posredniczacych $ciezki lub jej catkowita dlugo$¢. Docelowo zadanie ma na celu
alokacje zasobOw sieciowych na zapotrzebowaniach migdzy zadanymi weztami. Efektem
koncowym zadania jest wigc zwymiarowanie uzyskanej sieci potagczen migdzy punktami przy

wykorzystaniu modeli optymalizacji sprawiedliwe;.

W pierwszej czgsci zostang przedstawione rdzne podejscia pozwalajgce na rozwigzanie
problemu niespojnosci w grafie duzych rozmiarow. Przetworzenie danych w tym miejscu ma
za zadanie da¢ mozliwos$¢ na utworzenie topologii sieci mi¢dzy zadanymi punktami na terenie
kraju. Przyjeto, ze celem jest polaczenie miedzy soba okreslonej liczby wybranych centréw
przetwarzania danych (CPD) umiejscowionych na terenie Polski. Polaczenia miedzy centrami
powinny spetnia¢ warunki wysokiej dostgpnosci, to znaczy nalezy zachowac co najmniej jedno
pofaczenie zapasowe, ktore podczas awarii jednego lacza pozwoli na kontynuowanie
komunikacji. Dla wyznaczonej sieci potaczen miedzy zadanymi weztami w dalszej czesci
zostaly przedstawione wyniki dziatania modeli optymalizacji sprawiedliwej zwigzane]
z alokacja obcigzen na zapotrzebowaniach migdzy wybranymi weztami wygenerowanej sieci.
Przetestowane zostang zar6wno nowo opracowane modele optymalizacji ilorazu, jak rowniez

wybrane modele optymalizacji sprawiedliwej, opisane w poprzednich rozdziatach pracy.

W literaturze napotykamy wiele opracowan modeli pozwalajacych na wymiarowanie
sieci. Istniejace modele umozliwiaja nie tylko na organizacj¢ ruchu na zadanych
zapotrzebowaniach, ale réwniez pozwalaja w dynamiczny sposdb planowaé zwigkszanie
pojemnos$ci wybranych lukéw tak, aby koncowa warto§¢ catkowitego obcigzenia sieci byta
optymalna przy uwzglednieniu kosztow jej rozbudowy. W ogdlnym ujeciu problem
wymiarowania sieci uwzgledniajac rowniez instalacje dodatkowych taczy mozna opisac przy

pomocy funkcji celu [38]

F = Z ViV + z Kiu; (112)
leL leL
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gdzie:
K; - oznacza koszt dotaczenia /-tego tuku,

u; - oznacza dotaczenie /-tego tuku do tworzonej sieci oraz posiada warto$ci logiczne (1 jezeli

tuk jest wykorzystywany w sieci, 0 w przeciwnym przypadku),
v, - oznacza koszt wykorzystania /-tego tuku,

y; - oznacza wykorzystanie /-tego tuku w sieci oraz przyjmuje wartosci logiczne (1 jezeli tuk

jest wykorzystywany w sieci, 0 w przeciwnym przypadku).

Modele, ktore sa doktadnie opisane w zacytowanej pracy nie uwzgledniaja jednak
dynamicznego dodawania tukéw lub weztéw do sieci tam, gdzie taka procedura mogtaby by¢
uzasadniona. W badanym przyktadzie, ktéry oparty jest na wykorzystaniu danych
rzeczywistych, tego typu modele s3 trudne do wykorzystania w praktyce. Dwa glowne
problemy napotkane juz na wstegpie prac, ktorymi sa niespdjno$¢ oraz rozmiar sieci,
uniemozliwiajg lub znacznie utrudniaja wykorzystanie tych modeli optymalizacyjnych

w bezposredni sposob.

Na wstepie nalezy doprecyzowac pojecie samej spdjnosci 1 niespojnosci sieci. Stopien
spojnosci sieci moze okresla¢ wspdtczynnik uwzgledniajacy stosunek liczby polaczen
istniejacych w sieci pomiedzy weztami, a wszystkimi mozliwymi potgczeniami pomigdzy
weztami. Dla uproszczenia rozwazan przyjmijmy, ze sie¢ posiada krawedzie, to znaczy
polaczenie miedzy weztami odbywa sie w dwoch kierunkach. Kazda krawedz odpowiada
dwom tukom. W przypadku, gdy sie¢ zawiera |N| weztdéw, liczba wszystkich mozliwych

polaczen wynosi (“;”) = %|N | - (|N]| —1). O sieci spdjnej w najwyzszym stopniu — sieci

nasyconej bedziemy mowi¢, gdy pomiedzy kazdym jej weztem istniato bedzie potaczenie
bezposrednie. Sie¢, w ktérej miedzy dowolng para weztdow bedzie istnie¢ potaczenie,
zawierajace lub nie wezty posredniczace bedzie nazywana spdjng w dopuszczalnym stopniu.
Idac dalej sie¢, w ktorej liczba potaczen (krawedzi) jest mniejsza niz liczba weztow, bedzie
zawsze niespojna. W takim przypadku zawsze wystapi sytuacja, kiedy co najmniej jeden wezet
nie bedzie mial potaczenia z reszta. Proces uspojniania sieci powinien si¢ rozpocza¢ od analizy
posiadanych danych o jej infrastrukturze. Do okreslenia stopnia spojnosci wprowadzone

zostang miary okreslajagce procentowy stopien spdjnosci:

e stosunek liczby polaczen istniejacych w sieci pomiedzy weztami do liczby wszystkich
potaczen (krawedzi) miedzy parami weztow,
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e stosunek liczby par weztow migdzy ktoérymi istnieje potaczenie bezposrednie do liczby
wszystkich potaczen,
e stosunek liczby par weztow migdzy ktorymi istnieje potaczenie bezposrednie lub

posrednie do liczby wszystkich mozliwych potaczen.

Dwie pierwsze wymienione miary nie uwzgledniaja przypadku, w ktérym wszystkie wezty
tworzylyby strukture, w ktorej istniejg rozdzielne podsieci. W takim przypadku nawet, kiedy
miary te przyjmowatyby stosunkowo duze wartosci, moglyby istnie¢ wezty, miedzy ktérymi
nie istniatoby Zadne mozliwe potaczenie. Problem wyznaczenia potaczen w grafie niespdjnym
dotyczy przypadku, w ktorym sie¢ nie posiada wszystkich wymaganych potaczen, ktore
gwarantowalyby mozliwo$¢ poprowadzenia $ciezki pomigdzy dowolnie wybrang parg weziow
sieci. Wszystkie wymienione statystyki nie pozwalaja jednak wprost na okreslenie, czy badana
sie¢ pozwala na wyznaczenie potaczenia mi¢dzy kazda losowo wybrang parg weztow. Istnieja
przypadki sieci ztozonych ze skupisk weztéw polaczonych ze soba przez wiele polaczen, lecz
nie powigzanych z innymi skupiskami nawet jednym potaczeniem. W taki sposob tworzg si¢
podsieci, w ktorych bardzo tatwo znalez¢ rozne polaczenia, lecz nie jest to tozsame z tatwoscia
wyszukiwania potgczen w calej badanej sieci. Dla badanej sieci zostaly wyznaczone statystyki,
ktore pozwalaja na ogodlne okreslenie wlasnosci badanej sieci, ktére odnosza si¢ do liczby
tukéw wychodzacych z kolejnych weztow. Zatozono, ze kazda krawedz grafu ma charakter
dwukierunkowy, to znaczy na kazda krawedz przypadaja dwa tuki o przeciwnych zwrotach.
Srednia liczba wychodzacych krawedzi z kazdego wezta wynosi 1,99. Warto$é maksymalna
liczby wychodzacych krawedzi wynosi 1359 potaczen, liczba minimalna wynosi 1, natomiast
odchylenie standardowe dla tej miary wynosi 4,65. W trakcie wyznaczania losowych potaczen
miedzy weztami, w wigkszosci przypadkow nie byto zatem mozliwe zestawienie polaczenia
pomiedzy wybranymi we¢ztami dla badanej sieci. W rozdziale zostaty przedstawione koncepcje
pozwalajace na rozwigzanie zaistniatlego problemu. W ogélnym zarysie zostaty one

przedstawione na Rys. 11.
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Rys. 11 Metodyka podejscia do problemu niespojnosci

Zrodto: opracowanie whasne.

Na schemacie zilustrowane zostaly grupy proceséw, ktore zostaly opracowane
w ramach badan. Proces przetworzenia danych wejsciowych jest realizowany na poziomie bazy
danych. Polega on na generacji kolejnych potaczen w sposob inteligentny, to znaczy taki, ktory
pozwala doda¢ potaczenie pomocnicze wtedy, gdy wnosi ono znaczaca dla rozwigzania
warto$¢. Potgczenie pomocnicze nie powinno powiela¢ potaczen istniejacych. Proces ten
powinien zakonczy¢ si¢ rezultatem, gdzie kazda dowolnie wybrana para weztow bedzie mogta
zosta¢ ze sobg polaczona Sciezkg. Kolejna grupa procesOw jest zwigzana z generowaniem
Sciezek w badanej sieci pomiedzy zadanymi punktami (CPD). Sciezki sa generowane przy
wykorzystaniu dostepnych algorytméw [69]. Przykladem algorytmu realizujacego zadanie
wyszukania najkrotszego potaczenia jest algorytm Dijkstry [70], ktéry jest jednym
najpopularniejszych rozwigzan. Jako kryterium wyboru $ciezki przyjeto dwie alternatywy:
minimalizacje liczby weztow posredniczacych $ciezki oraz minimalizacje catkowitej dtugosci
$ciezki. W kolejnych rozdziatach pracy zostang przedstawione kolejne etapy prowadzace do
zwymiarowania sieci mi¢dzy zadanymi punktami rozumianymi jako centra przetwarzania

danych (CPD).
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4.1.2 Charakterystyka danych wejsciowych

Dane bedace przedmiotem badan zostaly oparte na danych rzeczywistych
odpowiadajacych infrastrukturze $wiattowodowej na terenie Polski. Zostaly one
zaimportowane w postaci jednej tabeli zawierajacej dane o krawedziach: szerokos¢ 1 dlugosé
geograficzna punktow koncowego oraz poczatkowego. Dane sa przechowywane w formie
zanonimizowanej, to znaczy ze nie ma mozliwo$ci okreslenia operatora, do ktérego nalezy
element infrastruktury (wezta lub tuku). Sa to dane przestrzenne, co oznacza ze podstawowymi
parametrami pozwalajacymi na jednoznaczne okreslenie ich polozenia sg szerokos¢ i dlugos¢
geograficzna. W ramach wstgpnego przetwarzania danych zostaly one przefiltrowane pod
katem eliminacji duplikatow. Nastepnie sposrod istniejacych potaczen zostaly zidentyfikowane
wezly. Wstepna analiza wykazata , ze w wigkszo$¢ weztdéw sieci jest jedynie poczatkiem lub
koncem potaczen. W niewielu przypadkach wezty petnity funkcje elementéw posredniczacych.
W celu rozwigzania problemu wysokiej niespdjnosci opracowano algorytm pozwalajacy na
generowanie potaczen dodatkowych, umozliwiajacych uspojnienie sieci. Stopien spojnosci
ro$nie wraz ze zwigkszeniem liczby istniejacych tras migdzy dowolnymi dwoma weztami,
zatem zabieg dodania potgczen pomocniczych jest uzasadniony. Ze wzgledu na potrzebe
wyznaczenia dodatkowych, generowanych sztucznie potaczen pomocniczych, do zbioru tukow
zostaty dodane potaczenia pomocnicze oznaczone atrybutem okres$lajacym, czy tuk jest linig

wygenerowang czy rzeczywista.

Dane zaimportowane bezposrednio dotyczyly sieci posiadajacych tuki w liczbie
345 663, ktore taczyly ze sobg 322 713 roznych weztow sieci. Sa to liczby, ktore zostaty
otrzymane po wstgpnym wyczyszczeniu danych (mi¢dzy innymi eliminacji duplikatow). Juz
na samym wstepie analizy pordwnanie liczby potaczen oraz weztdw pozwala spodziewac si¢
niskiej spojnosci badane;j sieci. Sie¢ stanowi wyzwanie dla analiz gldéwnie ze wzgledu na ponad
320 000 weztow. Taka liczba pozwala na wygenerowanie grafu o maksymalnej liczbie
potaczen 322713 * 322712 /2 = 52071678828. Otrzymana liczba, wigksza niz 52 miliardy
sprowadza zadanie generacji polaczen pomocniczych do problemu wymagajacego duzego
naktadu obliczeniowego. Dla takiej warto$ci nie jest mozliwe rozpatrzenie wszystkich
przypadkéw w akceptowalnym czasie. Algorytm wyznaczania potaczen pomocniczych nie
moze wi¢c polegac na wyznaczeniu sieci petnej. Opracowane algorytmy zwigkszajace spojnos¢
grafu zostaly wigc opracowane z zatozeniem wygenerowania okreslonej liczby potaczen

pomocniczych dla kazdego wezta, wymuszajac to aby kazde polaczenie posiadato dlugosé
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zawierajacg si¢ w ramach kolejnych przedziatow tolerancji. Podstawowe statystyki dlugosci

tukow dla badanej sieci wynosza odpowiednio:

e Srednia=883.5m,
e mediana= 155 m,
e warto$¢ maksymalna =99 701 m,

e warto$¢ minimalna =1 m.
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Rys. 12 Histogram ilustrujqcy rozktad dlugosci tukow przechowywanych w bazie, ktorych dlugosc jest mniejsza niz

3000m.

Zrédto: opracowanie wiasne.

Licznosc¢
200 400 D0 B0 1DDD 13

rra——
Dlugoéé[m]

Rys. 13 Histogram ilustrujgcy rozktad liczebnosci tukow o diugosci wigkszej niz 10000m.

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przedstawione histogramy rozktadéw miar dtugosci polaczen wskazujg na znaczaca
liczbe potaczen krotkich w zakresie od 50 do 200 metréw. Takie potgczenia stanowig okoto
potowy wszystkich polaczen rzeczywistych. Taki rozktad wplywa réwniez w tym przypadku
na wystepowanie podsieci, ktore nie posiadaja potaczen z pozostata czescig weztdw. Wartosé
mediany jest ponad pig¢ciokrotnie mniejsza, co powoduje prawosko$nos¢ rozktadu badane;j

proéby.
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4.2  Problem niespdjnosci sieci i algorytmy pozwalajace na wyznaczenie polaczenia
migdzy zadang grupg weztow
4.2.1 Zalozenia przyj¢te przy procesie przetworzenia danych wejsciowych

W rozpatrywanych algorytmach przyj¢to miarg gtowna, ktorg jest odleglos¢ miedzy danymi
weztami. Rozwo6j informatyki w dziedzinie analizy danych przestrzennych daje bardzo duze
mozliwosci [71]. Odleglo$¢ miedzy punktami moze by¢ liczona na rézne sposoby. Pierwszym
jest sposob uwzgledniajacy miedzy innymi krzywizn¢ Ziemi. Jednym z najbardziej
popularnych podej$¢ do uzyskania tej miary jest wykorzystanie formuty Haversine [72]. Po

modyfikacjach wzor na odleglos¢ sferyczng moze posiada¢ nastepujaca budowe

cos[(latk — latp)a]

1 — cos[(lon, — lon, )a
d= BaFCSinJO.S - 5 + cos(lat,a)cos(lat,a) (o, p)d] (113)

2

gdzie:

lat,, —szerokos¢ geograficzna wezta poczgtkowego,

lat;,, —szerokos$¢ geograficzna wezta koncowego,

lon,, —dlugos¢ geograficzna wezta poczatkowego,

lon;, —dhugos¢ geograficzna wezta koncowego,

[ = 12742 —parametr obliczeniowy (dwukrotno$¢ promienia Ziemi),

a = 0.017 —parametr obliczeniowy (1r/180).

Drugim jest wzor uproszczony, =zakladajacy dwuwymiarowy uktad wspotrzednych
kartezjanskich bazujacy na odleglosci miedzy dwoma punktami ptaszczyzny.
W rozpatrywanych przypadkach ze wzgledu na stosunkowo niewielkie odleglosci
wykorzystano mniej rozbudowany wzor, pozwalajacy na przys$pieszenie obliczen. Wzor
uwzglednia zréznicowanie skali wspohrzednych dlugosci i szerokosci geograficzne;.
Wspotczynnik 2.14 zostal wyliczony na podstawie wybranego fragmentu powierzchni mapy
w ksztatcie kwadratu (Rys. 14). Jego warto$¢ zostata wyliczona poprzez wyznaczenie stosunku
pomiedzy réznicami warto$ci dtugosci oraz szerokosci geograficznej punktéw skrajnych

badanego obszaru w nastepujacy sposob: (22,5-15,0)/(54.0-50.5)=2,14. Wspotrzedne dtugosci
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oraz szeroko$ci geograficznej zostaty opisane przy wykorzystaniu uktadu WGS 84 /

EPSG:4326

(34.00, 15.00)
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Rys. 14 Przyklad obrazujqgcy proces oszacowania wartoSci parametru pozwalajgcego na rowne traktowanie skali na osiach

uktadu wspotrzednych

Zrédto: Opracowanie wtasne.

Uproszczony wzor uzyty do szacowania odlegtosci migdzy sasiednimi weztami ma

nastepujaca postac

d= J2.142(lonk — lony)? + (laty, — lat,)? (114)

Algorytm generacji potaczen pomocniczych uspojniajacych sie¢, opiera si¢ na wyznaczaniu dla
kolejnych weztow okreslonej liczby potaczen pomocniczych. W badanym przyktadzie
przyjeto, dla kazdego wezta powinno zosta¢ wyznaczonych co najmniej 5 takich polagczen.
Algorytm dziala na zasadzie petli, w ktorej obliczana jest odlegtos¢ pomiedzy weziem
rozpatrywanym a potencjalnie mozliwym do zbudowania polgczenia pomocniczego. Jezeli
dlugos$¢ zawiera si¢ w ramach jednego z 5 przedziatéw tolerancji, takie potaczenie pomocnicze
jest tworzone oraz dotgczane do zbioru wszystkich potaczen. W przypadku kiedy wszystkie
przedziaty otrzymaja po jednym potaczeniu pomocniczym, petla jest zatrzymywana oraz
rozpatrywany jest nastepny wezet. Algorytm dziata wigc na zasadzie heurystyki. Bardzo duza
liczba weztow grafu uniemozliwia bowiem rozpatrzenie wszystkich mozliwosci potaczen
w rozsadnym czasie. W rozpatrywanym podej$ciu do uspdjnienia sieci, przy uwzglednieniu
wspomnianych przedzialow tolerancji, wykorzystano kilka strategii roznigcych si¢ migdzy sobg
sposobem doboru kolejnych wartosci granicznych. Moéwigc bardziej dokladnie, podczas

rozpatrywania kolejnych par weztéw obliczana jest odleglos¢ miedzy nimi i sprawdzany jest
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warunek, czy miesci si¢ ona w podanym przedziale granicznym. W przypadku gdy dobierana
bytaby najmniejsza odleglos¢ miedzy wezltami, spojno$¢ nie malataby. Odnoszac si¢ do
histogramow liczby przyjmowanych warto$ci, sie¢ w tym przypadku jest niespojna gtéwnie
z powodu braku potaczen dtuzszych niz 5 km. Dodanie potaczen najkrétszych spowodowatoby
zwiekszenie spdjnosci podsieci, ktore nadal bylyby roztaczne. Algorytm doboru kolejnych
pofaczen pomocniczych powinien wigc zaktadaé wymuszenie wyznaczenia dla kazdego
z wezlow potaczen pomocniczych, ktérych dtugos¢ znajduje si¢ w zadanym zakresie tolerancji.
Przyjeto, ze dla kazdego wezta nalezy dobra¢ co najmniej 5 polaczen pomocniczych. Zmiana
zakresu tolerancji nastgpowata przez zmiane lewych i prawych krancoéw przedzialow (prawy
kraniec n-tego przedziatu jest zarazem lewym krancem n+/-go przedzialu). Dobor
wspomnianych wartos$ci granicznych nastapil przez doboér okreslonego rodzaju przyrostu.
Zostalty w tym celu rozpatrzone cztery rozne charaktery przyrostu przedziatoéw tolerancji, dla
kolejnych wyznaczanych potaczen (Rys. 15). Jako rozktad docelowy wybrano rozktad typu 1
na podstawie przeprowadzonych testow, ktore polegaly na wyznaczeniu kilkunastu losowych
pofaczen migdzy dwoma losowymi weztami sieci oraz empiryczng ocen¢ rozwigzania.
Wybrany do algorytmu rozktad preferuje polaczenia pomocnicze, ktore sg bardziej oddalone
od kolejno rozpatrywanych weztow poczatkowych. Posiada on charakter logarytmiczny
kolejnych granic przedziatow tolerancji.
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Rys. 15 Rozpatrzone zakresy przedziatow dla tolerancji dlugosci doboru polgczen pomocniczych

Zrodto: opracowanie wilasne.

Aby dodatkowo usprawni¢ algorytm, zaproponowano grupowanie weztow na okreslong liczbe
obszarow. Wprowadzenie indeksacji usprawnia w duzym stopniu proces wyszukiwania

odpowiednich weztow. W badanym przyktadzie przyjeto 100 obszaréw grupujacych badane
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wezly. Proces uspojniania sieci polegal na wyznaczaniu kolejnych potaczen pomocniczych
migdzy wezlami nalezacymi do obszaru. Pozwolito to zmniejszy¢ zlozono$¢ obliczeniowq
1 przy$pieszy¢ obliczenia. Wersja docelowa algorytmu zostala zaimplementowana jako funkcja

jezyka kwerend SQL w bazie PostgreSQL.

4.2.2 Zestawienie potaczen

Podczas wyznaczania $ciezek miedzy zadanymi weztami sieci spdjnej mozna korzystac
z szeregu algorytméw opracowanych w tym celu. Moga to by¢ algorytmy heurystyczne lub
deterministyczne. Do najczesciej stosowanych algorytmow deterministycznych stosowanych
do zadan wyszukiwania $ciezki optymalnej zaliczy¢ mozna algorytm Dijkstry [69] lub
Bellmana-Forda [69]. W badaniach, do wyznaczania $ciezek optymalnych wykorzystano
implementacj¢ algorytmu Dijkstry [70]. Opracowano metody wyznaczania sieci mig¢dzy
kilkoma weztami na zasadzie budowy topologii magistrali, pierScienia oraz przy zalozeniu

redundancji $ciezek.

Opisane w tej czesci pracy strategie przyjete do rozwigzania problemu zwigzanego
z zestawieniem polaczen miedzy zadanymi weztami sieci opierajg si¢ na zatozeniu, ze badana
sie¢ jest spojna w minimalnym stopniu, to znaczy mi¢dzy kazda parg dowolnie wybranych
weztow mozliwe jest poprowadzenie S$ciezki. W pierwszej zrozpatrywanych strategii,
w pierwszym kroku nalezy wyznaczy¢ jedng $ciezke miedzy skrajnymi weztami, ktérej kazdy
tuk posiada przepustowo$¢ zapewniajaca przestanie odpowiedniej wielkosci obcigzenia. W tym
procesie do wyznaczenia $ciezki wykorzystywany jest algorytm Dijkstry. Tak wyznaczong
sciezka nazwijmy jako $ciezke gtowng magistrali. Niech ta $ciezka dodatkowo przechodzi
przez maksymalnie najwigksza liczbe weztow zadanych, ktore bedg weztami posredniczacymi
dla $ciezki gtéwnej. Reguty, wedtug ktorych dobierane sa wezlty posredniczace, sa nastepujace.
Odleglos¢ od prostej taczacej wezty skrajne nie powinna by¢ wigksza niz okreslona czesé
odlegtosci od weztow skrajnych. Nazwijmy ta odlegltos¢ szerokoscig korytarza. Gdy
poprowadzimy dwie proste rownolegte do wyznaczonej, powstanie obszar prostokata. Wezty
zawierajace si¢ w tym obszarze zaliczane zostaja do weztow zadanych, posredniczacych. Idea

zostala przedstawiona na rysunku 18.
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Rys. 16 Obszar korytarza dla weztow zadanych- posredniczqgcych dla drogi gtownej

Zrodto: opracowanie wilasne.

Sciezka glowna to najkrotsza mozliwa $ciezka spelniajaca ograniczenie przepustowosci miedzy
weztami skrajnymi, przechodzaca przez wezty zadane - posredniczace. Pozostate wezty zostang
dotaczone do drogi gldwnej mozliwie najkrétszym potaczeniem. Do kolejnych krokow

postepowania nalezg:

e wyznaczenie dwoch wezidw skrajnych,

e poprowadzenie linii prostej miedzy nimi.

Wyznaczenie weztow posrednich dla drogi gtownej - zasady, wedlug ktorych dobierane
beda wezly posredniczace dla drogi glownej, okreslone zostaly wczesniej. W nastepnej
kolejnosci dowigzywane sg do drogi gléwnej pozostate wierzchotki zadane. Utworzona w ten

sposob sie¢ posiada topologie magistrali.

N

o G—/ﬁ\g

Rys. 17 Przyktad rozwigzania dla strategii 2, gdzie 6, 7 sq weztami dofgczonymi do drogi glownej mozliwie

najkrotszq drogq spelniajgcg wymagania przepustowosci.

Zrodto: opracowanie wihasne.
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Taka strategia preferuje rozwigzanie, w ktérym sumaryczna dlugos¢ wszystkich laczy jest
mozliwie najmniejsza. Tak powstata topologia sieci nie zaktada jednak redundancji potaczen.

Posiada ono cechy potaczenia szeregowego na $ciezce gldwnej magistrali.

Rys. 18 Awaria tgcza skutkujgca brakiem lgcznosci miedzy niektorymi wezlami

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tak jak przedstawiono na rys. 20, tuk taczacy wezly 3 i 4 zawiera si¢ w $ciezce gtdéwne;j. Jego
awaria skutkuje brakiem mozliwos$ci zapewnienia transmisji miedzy wigkszoscig par weztow.
W przypadku utraty lacza nie zawierajacego si¢ w Sciezce gltownej, na przyktad migdzy
weztami 4 17 skutki nie sg tak powazne, niemniej jednak wezet 7 w tym przypadku jest
nieosiggalny dla pozostalych. Wnioskujac, dla takiego podej$cia niezbedne jest zapewnienie
gotowos$ci organizacji odpowiednich czynno$ci obslugi technicznej, zachowanie sieci
w nalezytym poziomie jakosci. Czynnosci konserwacyjne muszg by¢ dokonywane znacznie
czesciej, niz w przypadku rozwigzania wczesniejszego. Nalezy wigc wprowadzi¢ wieksza
ochrong sieci przed skutkami uszkodzen linii. Polega ona na doprowadzeniu polaczen
zastepczych, posiadajacych wymagang prepustowos¢. Zasada, jakg powinno si¢ przyjac, aby
zapewni¢ to wymaganie, to zapewnienie mozliwosci potaczenia kazdej pary weztow co
najmniej na dwa sposoby. Dla uzyskania rozwigzania nalezy doda¢ polaczenia zastepcze. Do
uzyskania rozwigzania rozpatrzone powinny zosta¢ wszystkie mozliwe rozwigzania dla
potaczen zastgpczych. Potaczenia zastgpcze wybierane sg ze zbioru drég optymalnych. Sie¢
zaprojektowana w ten sposob posiada zwigekszong ochrong przed skutkami awarii jednego

z polaczen, minimalizujgc przy tym catkowitg dlugos¢ linii.

W celu wizualizacji otrzymanych rozwigzan dla opracowanych algorytmoéw zostat
opracowany 1izaimplementowany interfejs graficzny pozwalajacy na wyboér punktow

wymagajacych potaczenia (CPD) przy wykorzystaniu modulu mapowego. Glowna zasada
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dziatania algorytmu polega na kolejnym wyznaczaniu $ciezek najkrétszych migedzy weztami
oraz kolejnej aktualizacji rozwigzania najlepszego z dotychczas rozpatrzonych pod katem
minimalizacji odleglo$ci miedzy weztami. Aby zapewni¢ premi¢ dla wyboru potaczen
rzeczywistych, dobrano dziesigciokrotnie wigkszg wartos¢ kosztu wyboru potgczenia
pomocniczego wzgledem rzeczywistego. Do wyznaczenia rozwigzania wykorzystano roéwniez
drugie kryterium, zwigzane z minimalizacjg liczby przeskokoéw w polaczeniach. Przyktady
rozwigzan dla zadanych przykladowych punktéw na mapie przedstawiono na ponizszych

rysunkach.

Algorytmy zostaly zaimplementowane w srodowisku Python, gdzie mozliwy jest wybor
stosowanego algorytmu (polegajacego na minimalizacji liczby przeskokow czy minimalizacji
dlugosci catkowitej potaczen). W wielu przypadkach dla otrzymanych wynikéw polaczenia
pomocnicze, czyli te ktore zostaly wygenerowane w ramach procesu wstepnego przetworzenia
danych, stanowig znikomy procent wybranych potaczen iposiadaja mozliwie najmniejsza
dhugos¢. Jest to pozadane dziatanie glownie ze wzgledu na zwigkszony koszt wykorzystania
takiego potaczenia, ze wzglgdu na potrzebg zbudowania linii. Algorytm doboru potaczen
podczas procesu tworzenia topologii migdzy zadanymi CPD zapewnia dodatkowo

zrownoleglenie potaczen, aby zwigkszy¢ odpornos$¢ na awari¢ sieci.
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Labem

Nroclaw
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@

Rys. 19 Przykiad rozwigzania bazujgcego na wyznaczeniu topologii magistrali oraz posiadajgcego redundancje

polgczen wedlug topologii pierscienia. Po lewej — zadane wezly, po prawej — rozwigzanie.

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 20 Przyklad rozwiqzania zaktadajgcego redundancje polqczen oraz minimalizacje liczby przeskokow miedzy

zadanymi weztami sieci. Po lewej — zadane wezly, po prawej — rozwiqzanie.

Zrodto: opracowanie wilasne.

4.3 Zadanie alokacji ograniczonych zasobow obcigzen na przykladzie sieci

wyznaczonej na danych rzeczywistych

Zadanie alokacji zasoboéw ograniczonych na zadanych zapotrzebowaniach w sieci,
wymaga wyznaczenia mozliwych potaczen migdzy weztami zwigzanymi z zapotrzebowaniami.
Potaczenia miedzy weztami zostaly wyznaczone przy wykorzystaniu strategii opartej na
utworzeniu topologii magistrali. Gtéwnym celem, ktory nalezy osiggna¢ w rozpatrywanym
problemie decyzyjnym, jest ostatecznie zwymiarowanie powstatej sieci, to znaczy
maksymalizacja przeptywoéw jakie mozna osiagnaé dla zadanych zapotrzebowan w sposob

sprawiedliwy. Osiggnigcie ostatecznego rozwigzania sktada si¢ z sekwencji zadan jakimi sg:

e wstepne przetworzenie danych w celu uspdjnienia sieci,
e wykorzystanie algorytmu wyznaczania polaczen miedzy zadanymi weztami,
e koncowe zwymiarowanie sieci polegajace na wykorzystaniu modeli optymalizacji

sprawiedliwej alokacji zasoboéw sieciowych na zadanych zapotrzebowaniach.

Opisane w poprzednim rozdziale algorytmy pozwolily na wygenerowanie danych mozliwych
do wykorzystania w celu przetestowania zbudowanych modeli optymalizacji sprawiedliwe;j
takich jak OWA, RPM oraz nowo opracowane modele ilorazowe. Modele matematyczne
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wymienionych metod jak réwniez ich opis zawierajg si¢ w poprzednich rozdziatach pracy. Przy
pomocy wymienionych metod wykonano obliczenia dla wygenerowanej sieci
telekomunikacyjnej. Tworzenie sieci, ktora jest przedmiotem kolejnych analiz, oparte jest na
wyznaczeniu potaczen mi¢dzy zadanymi wierzchotkami, ktora posiada topologi¢ magistrali,
posiada mozliwie najmniejszg dlugos¢ catkowita taczy oraz zapewnia polaczenie migdzy
kazdym zadanym weztem. Do wizualizacji oraz w celu umozliwienia wprowadzenia
parametrow wejsciowych dokonano implementacji interfejsu graficznego. Tymi parametrami
jest rozmieszczenie weztow gldéwnych budujacych sie¢ (na przyktad centréw przetwarzania
danych). Do generacji sieci wybrano 6 punktow znajdujacych si¢ w okolicach Warszawy,
Poznania, Wroctawia, Cze¢stochowy, Bydgoszczy okreslajacych umiejscowienie kolejnych

centrow przetwarzania danych.

Dla kazdego z taczy dysponujemy wartoscig pojemnosci, ktorej nie mozna przekroczy¢
podczas procesu wymiarowania. Celem zadania optymalizacyjnego jest znalezienie
rozwigzania maksymalizujacego przychdéd zalokacji obcigzen na zadanych siedmiu
zapotrzebowaniach, ktére sg widoczne na rys. 23. Przychdd z alokacji jednostki obcigzenia jest
rozny dla kolejnych zapotrzebowan iwynosi odpowiednio: 20, 30, 40, 20, 10, 15.
Zapotrzebowania na lokacje zasoboéw sieciowych wspotdziela wybrane tuki. Stwarza to
problem zwigzany z konkurowaniem zapotrzebowan o ograniczone warto$ci pojemnosci
wspotdzielonych tukow. Modele optymalizacji zostaly zaimplementowane w $srodowisku

ILOG CPLEX Optimization Studio.

Sposrod wyznaczonych przyktadow topologii wybrano jedng zbudowang z 50 weztow
oraz 152 tukéw (76 krawedzi). Wybrano 6 zapotrzebowan, w sposob ktory wymusza

wspotdzielenie wybranych lukoéw migdzy wybranymi zapotrzebowaniami.
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Rys. 21 llustracja przyktadowego rozwigzania wraz z identyfikatorami wezlow miedzy ktorymi zadano

zapotrzebowania na alokacje zasobow sieciowych.

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Tabela 19 Zapotrzebowan na alokacje zasobow sieciowych

d zodto (ns) ujscie (ny)
1 176308 59547
2 80368 181999
3 32102 176308
4 33422 181999
5 59547 80368

6 181999 33422

Zrodto: opracowanie wlasne
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Tabela 20 Wyniki czgstkowe otrzymane przez rozpatrywane modele optymalizacji sprawiedliwej wartosci przychodow

z zapotrzebowan alokacji zasobow sieciowych (MF):

Metoda T B MF 1 MF 2 MEF 3 MF 4 MF 5 MF 6
MAX INC|ND ND 24100 34800 41360 0 22350 21585
MAXMIN |ND ND 24100 13920 41360 13920 22350 21585
OWA ND ND 24100 21585 41360 8810 22350 21585
OWA ND ND 24100 13920 41360 13920 22350 21585
OWA ND ND 24100 21585 41360 8810 22350 21585
RBMAX | 18000 0.1 24100 13920 41360 13920 22350 21585
RBMAX | 22400 0.1 24100 34800 41360 0 22350 21585
RBMAX | 18000 0.2 24100 13920 41360 13920 22350 21585
RBMAX | 22400 0.2 24100 34800 41360 0 22350 21585
RBMAX | 16000 0.3 24100 21585 41360 8810 22350 21585
RBMAX | 22400 0.3 24100 34800 41360 0 22350 21585
RBMIN 18000 0.1 24100 13920 41360 13920 22350 21585
RBMIN 22400 0.1 24100 34800 41360 0 22350 21585
RBMIN 18000 0.2 24100 13920 41360 13920 22350 21585
RBMIN 22400 0.2 24100 34800 41360 0 22350 21585
RBMIN 16000 0.3 24100 21585 41360 8810 22350 21585
RBMIN 22400 0.3 24100 34800 41360 0 22350 21585
RGM 16000 ND 22350 21585 22350 8810 22350 21585
RGM 18000 ND 24100 21585 41360 8810 22350 21585
RGM 19600 ND 24100 22350 41360 8300 22350 21585
RGM 21200 ND 24100 24100 41360 7133.333 | 22350 21585
RGM 22000 ND 24100 34800 41360 0 22350 21585
RPM ND ND 24100 13920 41360 13920 22350 21585
RPM ND ND 24100 24100 0 7133.333 | 22350 21585
RPM ND ND 24100 2422.5 41360 21585 22350 21585

Zrodto: opracowanie wilasne.

Do testow wykorzystano dane wygenerowane przez algorytmy wyszukiwania potaczen.
Przetestowane zostaly modele optymalizacji sprawiedliwej. W przypadku modeli: OWA, RPM
oraz ilorazowego w wersji minimalizacji rozpatrzone zostaly wyniki tych metod dla réznych

zestawow danych wejsciowych. Dla metody OWA oraz modelu ilorazowego kolejne zestawy
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parametrow wejsciowych przyjely wartosci przedstawione w tabeli 21, dla modelu RPM

w tabeli 22

Tabela 21 Wartosci parametrow wejsciowych modelu OWA:

OWA -
parametry zestaw 1 zestaw 2 zestaw 3
waga 1 9 9 5
waga 2 8 1 4
waga 3 5 1 3
waga 4 4 1 2
waga 5 1 1 1
waga 6 1 1 1
Zrédto: opracowanie whasne.
Tabela 22 Warto$ci parametréw wejsciowych dla modelu RPM:
RPM - Utopia Nadir
parametry |zestaw 1 | zestaw 2 | zestaw 3 | zestaw | | zestaw 2 | zestaw 3
aspiracja 1 20000| 20000 1 000 5000 5000 500
aspiracja 2 20000| 20000 1 000 5000 5000 500
aspiracja 3 20 000 2000 1 000 5000 5000 500
aspiracja 4 20 000 2000 10000 5000 500 500
aspiracja 5 20 000 2000 10000 5000 500 500
aspiracja 6 20 000 2000 10000 5000 500 500

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zapotrzebowanie, ktore ulega zaglodzeniu, jest to o numerze 4. Jest to spowodowane
wspoldzieleniem zasobow przez zapotrzebowania. Dane wejsciowe dla poszczegdlnych
pojemnosci, ktore zostaly wygenerowane losowo, pozwalaja jednak dla wszystkich metod
optymalizacji sprawiedliwej na akceptowalny rozdziat zasoboéw. Parametr f podawany jako
parametr wejsciowy w modelu ilorazowym, odnoszacy si¢ do procentu zapotrzebowan
najbardziej dyskryminowanych pozwala na osiggnigcie spektrum rozwigzan pomigdzy
najbardziej efektywnym zpunktu widzenia przychodu,

a najbardziej sprawiedliwym.

Podobnie, analizujagc wyniki otrzymane przy pomocy metody uporzadkowanych $rednich
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wazonych w zaleznosci od wag przyjetych dla okre§lonej liczby najmniej dochodowych
zapotrzebowan, otrzymano rozwigzanie odpowiadajace wynikowi otrzymanemu przy pomocy
modelu jedno-kryterialnego, maksymalizujacego przychod catkowity. Gdy zmieniany byt
rozklad wag, rozwigzanie zmierzalo do bardziej sprawiedliwego, w kierunku rozwigzania
otrzymanego przy pomocy modelu lexMAX. Spektrum rozwigzan mozna réwniez otrzymac
wykorzystujac metode punktu odniesienia, gdzie parametrem sterujacym sa wartosci punktow

nadiru oraz aspiracji.

Tabela 23 Wartosci wybranych statystyk dla rozwigzan modeli optymalizacji liniowej:

Metoda T beta u(y) G(y) I(y) F(y)
MAX ND ND 24032.50 0.29 0.78 0.37
MAXMIN ND ND 22872.50 0.20 0.86 0.33
OWA ND ND 23298.33 0.20 0.86 0.42
OWA ND ND 22872.50 0.20 0.86 0.33
OWA ND ND 23298.33 0.20 0.86 0.42
RBMAX 18000 0.1 22872.50 0.20 0.86 0.33
RBMAX 22400 0.1 24032.50 0.29 0.78 0.37
RBMAX 18000 0.2 22872.50 0.20 0.86 0.33
RBMAX 22400 0.2 24032.50 0.29 0.78 0.37
RBMAX 16000 0.3 23298.33 0.20 0.86 0.42
RBMAX 22400 0.3 24032.50 0.29 0.78 0.37
RBMIN 18000 0.1 22872.50 0.20 0.86 0.33
RBMIN 22400 0.1 24032.50 0.29 0.78 0.37
RBMIN 18000 0.2 22872.50 0.20 0.86 0.33
RBMIN 22400 0.2 24032.50 0.29 0.78 0.37
RBMIN 16000 0.3 23298.33 0.20 0.86 0.42
RBMIN 22400 0.3 24032.50 0.29 0.78 0.37
RGM 16000 ND 19838.33 0.10 0.94 0.27
RGM 18000 ND 23298.33 0.20 0.86 0.42
RGM 19600 ND 23340.83 0.21 0.85 0.42
RGM 21200 ND 23438.06 0.21 0.85 0.42
RGM 22000 ND 24032.50 0.29 0.78 0.37
RPM ND ND 22872.50 0.20 0.86 0.33
RPM ND ND 16544.72 0.29 0.75 0.22
RPM ND ND 22233.75 0.25 0.80 0.42
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Obliczenia, ktore zostaly wykonane dla wyznaczone] topologii zostaly wykonane dla
wybranych metod optymalizacji sprawiedliwej. Modelem, ktéry wykazuje najbardziej
atrakcyjne wyniki jest model ilorazowy wykorzystujacy wspotczynnik Giniego jako
wspotczynnik sprawiedliwo$ci. Pozwala on uzyska¢ rozwigzanie, ktore wydajnoscia
dorownuje rozwigzaniu uzyskanemu metodg ilorazowag RBMIN przy odpowiednio duzym
parametrze t. Liczba zapotrzebowan, ktére zostaly zdyskryminowane jest wigksza od zera
gtownie dla przypadkow, gdy parametr T zostat okreslony jako odpowiednio duza wartos$¢ lub
w przypadku modelu RPM, gdzie jako nadir zostata przyjeta zbyt mata wartos$¢. Przedstawiony
przyktad pozwala na stwierdzenie, ze nowo opracowane modele optymalizacji sprawiedliwej
pozwalajg w bardzo prosty sposob na uzyskanie spektrum rozwigzan o wybranym stopniu
sprawiedliwo$ci. Rozwigzania te s3 uzyskiwane w sposob o wiele wydajniejszy niz
w przypadku modeli OWA czy RPM ze wzgledu na znaczaco mniejszg liczbg parametrow
sterujacych rozwigzaniem. Dodatkowo struktura funkcji kryterium wykorzystywana przez
modele ilorazowe zapewnia za kazdym razem wyznaczenie punktu optymalnej réwnowagi
miedzy wybranym wspotczynnikiem sprawiedliwosci a wydajnoscig systemu rozumiang jako
maksymalizacja sumy obcigzenia na zadanych zapotrzebowaniach zréznicowanych mig¢dzy
soba zyskami jednostkowymi z alokacji obcigzenia. Modele OWA oraz RGM pozwalaja
otrzymaé rozwigzania sprawiedliwe, natomiast duza liczba parametréw sterujacych jest
ucigzliwa. Dobdr warto$ci parametréw jest rowniez czesto trudny w przypadku metody Punktu
Odniesienia, poniewaz jest on Sci§le zwigzany z koncowymi warto$ciami wektora ocen.
W przypadku metody OWA dobor wag wplywa na sprawiedliwo$¢ rozwigzania. Najlepszy
efekt osiagnigto przez zastosowanie metody ilorazowej, gdzie mozliwe bylo osiggnigcie
wickszego spektrum atrakcyjnych rozwigzan pod katem kryterium sprawiedliwosci przy

jednym parametrze sterujgcym T.
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5 Algorytmy heurystyczne dla zestawiania potaczen w sieciach
niepelnych

5.1 Metoda heurystyczna dla problemu ustalania polaczen miedzy zadanymi

lokalizacjami

W tym rozdziale zostaty opisane wyniki badan zwigzanych z wykorzystaniem metod
heurystycznych, pozwalajacych na wyznaczanie $ciezek taczacych zadane wezty w sieci, ktora
nie musi by¢ spojna. Jest to alternatywne podejscie do zadania, opisanego w poprzednim
rozdziale. Problemy sieciowe czesto pordwna¢ mozna z zagadnieniami transportowymi [73].
W odniesieniu do problemu zestawienia potaczen miedzy zadang grupg weztow, wykonane
prace badawcze pozwalaja na stwierdzenie, ze jako podejscie probabilistyczne dobrym
wyborem jest bazowanie na istniejagcych algorytmach heurystycznych takich jak symulowane
wyzarzanie, algorytmy pszczelego roju czy tez algorytmy genetyczne [74]. Obiecujace wyniki
na tle innych metod daje implementacja metody heurystycznej bazujacej na zachowaniu roju
mroéwek [75]. Wiasnie to podejscie byto inspiracjg do opracowania modelu wyszukiwania
rozwigzania dla problemu wyznaczania potagczen migedzy zadanymi lokalizacjami w badanej

sieci charakteryzujacej si¢ wysoka niespojnoscia.

Do opracowania modelu przyjeto koncepcje bazujaca na losowosci kolejnych krokéw
algorytmu [76]. Podejscie heurystyczne sprowadza si¢ do implementacji kolejnych przeskokow
migdzy weztami tworzac potaczenia pomocnicze badz wykorzystujac istniejace tacza. Kazdy
przeskok jest poprzedzony analiza odlegto$ci migdzy kolejnym punktem oraz losowoscia.
Kazdy kolejny wezet dobierany jest przy ustaleniu tolerancji, ktora zmienia si¢ w sposob
losowy w zdefiniowanym przedziale (na przyktad miedzy 1 km, a 50 km). Przy opracowywaniu
metody heurystycznej pozwalajacej na znalezienie potgczenia migdzy zadanymi punktami
mozna poréwna¢ do zachowania zajaca szukajacego drogi do odlegtego celu, do ktérego
kierunek w linii prostej jest znany. Zajac po drodze musi przy pomocy wechu wyszukiwaé
punkty kontrolne (pozywienie, postoj). Zajac robiac kolejne kroki w kierunku celu, po kazdym
kroku zatrzymuje si¢ i uzywa wechu szukajac pozywienia (ktérym w odniesieniu do przyktadu
jest jeden z wezlow nalezacych do zbioru weztéw zadanych Q). Gdy wyweszy pozywienie,
zmierza do niego. Oczywiscie zasi¢g wechu jest ograniczony. Dodatkowo zajac pamigta, do
kogo nalezata $ciezka, ktérg ostatnio przechodzil 1 w przysziosci bedzie preferowat droge
nalezaca do tego samego wilasciciela. Zajac nie moze i§¢ rowniez droga za waska
(przepustowo$¢ minimalna). Tak dlugo jak zajac nie wyweszy pozywienia, dokonuje kolejnych
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pojedynczych krokéw w kierunku celu mozliwie w linii prostej. Po kazdym kroku nastgpuje
proces weszenia- czyli sprawdzania, czy w zasiggu wechu nie ma pozywienia (czyli jednego
z weztow zadanych). Kolejne kroki postepowania dla powyzszej strategii. W pierwszym kroku
nastepuje polaczenie dwoch weztow skrajnych linig prosta (jeden to poczatek, drugi to cel).
Nastepnie wykonywany jest krok/skok w kierunku celu oraz sprawdzenie, czy w okre§lonej
odlegtos$ci nie ma wezta zadanego. Jezeli jeden z weztdéw zadanych znajduje si¢ w zasiggu
promienia- natychmiastowy skok do niego mozliwie najkrotsza droga, spetniajaca ograniczenia
oraz wyznaczenie linii prostej do celu. W przeciwnym przypadku- krok poprzedni. Wykonanie
kolejnego kroku w kierunku celu zapamigtujac poprzednie kroki (przebyta Sciezke) nastepuje

do momentu osiggnigcia celu (uj$cia zapotrzebowania).

0*600 ®
@

Rys. 22 Ilustracja kroku pierwszego- Wykonanie ,,skoku” w kierunku celu

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Rys. 23 Ilustracja kroku drugiego oraz trzeciego - Sprawdzenie czy w okreslonym promieniu R od obecnego miejsca

nie ma wezta zadanego

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Rys. 24 llustracja kroku czwartego.

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Rys. 25 Przebyta sciezka.

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

Wybdr kolejnych weztow powinien odbywaé si¢ wedlug zasad prawdopodobienstwa.
Doktadniej, nalezy wprowadzi¢ do logiki element losowosci wtym celu, aby dopuscic¢
w kolejnych krokach wybor wezta, ktoéry wcale nie jest najbardziej atrakcyjny w tym kroku.
W przypadku nie uwzglednienia wspomnianej losowosci, algorytm bedzie zwracal w kazde;j
iteracji rozwigzanie zbiezne z podejsciem zachtannym. W wigkszo$ci przypadkow rozwigzania
bazujace na metodzie zachtannej zwracaja rozwigzania nieoptymalne. Odnoszac to do analizy
przebiegu funkcji kryterium, zwracane metodg zachtanng rozwigzania odpowiadajg ekstremom
lokalnym funkcji. Wprowadzenie losowosci pozwala na opuszczenie ekstremum lokalnego
w celu dotarcia do ekstremum globalnego funkcji kryterium. Obserwujac zachowanie roju
mrowek, taka losowo$¢ podczas kolejnych wyboréw gwarantuje wprowadzenie $ladu
zostawianego przez mrowke. Slad ten nazywany jest poprawnie feromonem lub zapachem,
ktory zostawia za sobg mrowka. Z czasem feromon wietrzeje, jezeli zadna mréwka nie

odwiedzi danej lokalizacji badz zwigksza o okreslony procent swoje natezenie, gdy miejsce
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zostanie przez mrowke odwiedzone. Mrowka wybierajgc droge kieruje si¢ tym witasnie
zapachem, ale jednoczes$nie zawsze istnieje okreslna warto$¢ prawdopodobienstwa, ktora
pozwala na wybranie przez mrowke innej drogi. W ten sposob najkrotsza Sciezka po

okreslonym czasie zawsze zostanie wyznaczona. Ilustruje to ponizszy rysunek.
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Rys. 26 Ilustracja glownej idei algorytmu heurystycznego bazujgcego na roju mrowek
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Zrodto: opracowanie wilasne.

Wykonanie algorytmu przejscia drogi miedzy
zrodtem i ujSciem przez mrowke

Obliczenie wartosci feromonu na tgczach wyznaczonej $ciezki wedtug wzoru: At =Q/Lk
gdzie:
Aty - wartos¢ feromonu wygen erowanego przez wyznaczong (k-tg) Sciezke
Q - stata przyjeta w obliczeniach ( podwojona odlegto$¢ miedzy zrodtem a ujsciem )
Li-dtugos¢ wyznaczonej $ciezki

Aktualizacja mapy feromonu w sieci wedtug wzoru: t, =(1-0)t,+A 1}
gdzie:

o - stata odpowiedzialna za ,wietrzenie” feromonu (przyjeto 0.6)
T,= wartos¢ feromonu na a-tym tuku sieci
At~ warto$¢ feromonu wygenerowana przez k-tg Sciezke

i == liczba iteracji gtéwnej petli ?

Rys. 27 Algorytm zachowania kolejnych mréwek w algorytmie heurystycznym

Zrodto: opracowanie wilasne.
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SOURCE (xs; ys), TARGET (x; V1), R = ... Znalezé wszystkie wezty sasiadujace
STEPPOINT (xp; yp)=SOURCE z STEPPOINT ktérych odlegtosé jest
mniejsza niz R oraz dodac je do
zbioru NEIGHTBOURS

NEIGHTBOURS=[empty], NEIGHTBOURSSORTED=[empty]

NODE = NEIGHTBOURS(i)
1. Obliczy¢ dystans od NODE do TARGET
(dist(NODE, TARGET))
2. Obliczenie parametréw prostej miedzy STEPPOINT a i i == liczno$¢(NEIGHTBOURS)?
TARGET (y=apx+by)
3. Obliczenie parametréw prostej miedzy NODE a
TARGET (y=anx+by)

e dist(NOD E,TARGET) < dist(STEPPOINT, TARG EL)

v
arctg(an)-arctg(ap) < /4 arctg(ay)-arctg(ap) > n/4
o] !

N

NODE[,points”]=8 * ©. § NODE[,points”]=4*t, | NODE[,points”]=2* T,

o NODE[, points”]=1* 1,
T,-warto$¢ feromonu

4
Lys=licznoé¢(NEIGHTBOURSSORTED)

0 4—@—%9—» NEIGHTBOURSSORTED[0] = NODE

YES:

i == liczno$¢(NEIGHTBOURS)?

EIGHTBOURSSORTEDIj][,points”] > NODE[,points”] s

NEIGHTBOURSSOSRTED([Lys+1] = NEIGHTBOURSSOSRTED(Lys];
Lns=Lns-1;

NO
NEIGHTBOURSSOSRTED[j+1 E v

rand = losowa liczba miedzy 0 and int(3 NODE[,points”]);

[P

rand = rand - NEIGHTBOURSSORTED([rand][,,points”] & puli s and > NEIGHTBOURSSORTED[rand][, points

NO

STEPPOINT = NEIGHTBOURSSORTED[rand]

STEPPOINT == TARGET?

YES

T

Rys. 28 Algorytm doboru kolejnych tgczy powtarzany w kazdej iteracji przejscia mrowki

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Algorytm heurystyczny, ktory zostal przedstawiony przy pomocy narysowanych schematow
jest modyfikacja algorytmu heurystycznego odzwierciedlajacego zachowanie roju mrowek.
Algorytm ze wzgledu na do$¢ wysoka ztozono$¢ obliczeniowa wymagal wykonania wstepnego
przetworzenia danych w celu zmniejszenia ztozonosci sieci. Proces ten polegal na zaokragleniu
warto$ci wspotrzednych weztdw, co pozwolito na ich zgrupowanie w kolejne obszary. W ten
sposob kazdy istniejacy wezetl sieci otrzymat indeks grupy, a proces wyszukiwania $ciezki
optymalnej zostat przeprowadzony miedzy grupami. Rozwigzanie osiagnigte w ten sposob jest
akceptowalng aproksymacja rozwigzania rzeczywistego, osiggang w czasie zblizonym do
rzeczywistego. Dla przetworzonego zbioru danych osiagnigto zadowalajace wyniki. Uzyskane
rozwigzania zawieraja w sobie polaczenia rzeczywiste oraz wygenerowane potaczenia
pomocnicze tam, gdzie nie ma mozliwosci wykorzystania istniejacych. Algorytm preferuje
potaczenia istniejace przez sukcesywne zamienianie potgczen pomocniczych. Przyktadowe

rozwigzanie osiggni¢te tg metodg zostato przedstawione na rysunkach ponize;j.

Wroclaw

Rys. 29 Przyklad rozwigzania zadania polgczenia wezlow w sieci niespdjnej przy wykorzystania algorytmu
heurystycznego wzorujgcego sig na zachowaniu kolonii mrowek. Po lewej — zadane wezly, po prawej —

rozwiqzanie.
Zrédto: opracowanie wiasne.

Przeprowadzone testy algorytmu pozwalajg stwierdzi¢, ze moze on stanowi¢ alternatywe¢ do
podejscia opisanego w rozdziale poprzednim (4.2.1). Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu
uniemozliwia jednak wykorzystanie go bezposrednio dla danych o tak duzych rozmiarach jak
rozmiary badanej sieci. Przedstawiony wynik zostal osiggniety dla weztow, ktérych

wspolrzgdne zostaty zaokraglone do cze$ci dziesigciotysigcznych, co ograniczyto liczbe
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weztow. Dzigki temu algorytm w stosunkowo krotkim czasie wyznaczyt potaczenie migdzy
zadang parg weztéw. Implementacj¢ opracowanego algorytmu wykonano w jezyku Python oraz

dotaczono ten algorytm jako alternatywny wzgledem algorytmoéw bazujacych na wyznaczeniu

potaczen w sieci spojne;.
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6 Wskazanie osiggnietych celow 1 ewentualnych niepowodzen oraz

okreslenie dalszych krokow 1 mozliwych kierunkéw rozwoju

W pracy przedstawiono implementacj¢ istniejagcych modeli optymalizacji sprawiedliwe;
oraz opracowanie nowych uwzgledniajacych sprawiedliwo$¢ rozwigzan. Przeprowadzone testy
obliczeniowe pozwolity na wykonanie poréwnania efektywnosci rozpatrywanych algorytmow
w odniesieniu  do szeroko pojetego problemu sieci. Model heurystyczny zwigzany
z wyszukiwaniem polaczenia migdzy zadang parg weziow w grafie o wysokiej niespojnosci
okazat si¢ dos$¢ zlozony obliczeniowo w przypadku sieci o duzej liczbie weztow. Liczba
wezlow znaczaco wplywa na pojedyncze iteracje. Powoduje to potrzebe ograniczania liczby
weztow, na przyktad przez zmniejszanie precyzji przechowywanych danych przestrzennych.
Wiaze si¢ to z jako$cig rozwigzania przez to, ze wynik otrzymany w ten sposob zawsze bedzie

pewnym przyblizeniem rozwigzania optymalnego.

Praca pozwolita na opracowanie oraz implementacje wybranych modeli optymalizacji
liniowej, ktore biorg pod uwage kryterium sprawiedliwosci. Modele moga by¢ stosowane
w roznych dziedzinach gospodarki takich jak transport, telekomunikacja, problemy alokacji
ograniczonych zasobow i wiele innych. Modele zostaty przetestowane oraz porownane migdzy
sobg. Zostata wykonana rowniez analiza problemu wyszukiwania potagczen migedzy zadanymi
weztami w sieci z uwzglednieniem niespdjnosci. Na podstawie danych rzeczywistych
opracowano metodologi¢ zwigkszenia stopnia spdjnosci sieci oraz umozliwienie znalezienia
pofaczen miedzy wybranymi weztami. Na przyktadzie wygenerowanego wyniku dla kilku
zadanych weztow zostata utworzona sie¢, ktorej topologia postuzyta jako zrodto dodatkowych
danych testowych dla badanych modeli optymalizacji sprawiedliwej. Przeprowadzone badania
pozwolily na zglebienie probleméw zwigzanych z wymiarowaniem sieci. Ten obszar wiedzy
wymaga jednak dalszych prac zwigzanych z rozwijaniem algorytméw heurystycznych do
tworzenia topologii potaczen miedzy zadang grupg weztdéw sieci. Podczas analizy problemow
niespojnosci sieci oraz zwigzanego z tym przypadku tworzenia si¢ podsieci roztgcznych istnieje
réwniez zapotrzebowanie na opracowanie algorytmu wyszukiwania podsieci roztgcznych
w grafie, w celu wyznaczenia bardziej miarodajnego wspoOtczynnika spojnosci sieci. Do
przysztych zadan w tej dziedzinie nalezy rowniez usprawnienie obecnych oraz opracowanie

nowych, bardziej efektywnych metod uspodjniania sieci oraz opracowanie bardziej efektywnych
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metod heurystycznych pozwalajacych na wyznaczenie potaczenia miedzy zadanymi weztami

sieci w grafie niespojnym lub o bardzo niskiej spdjnosci.

Rozpatrywany w pracy przyklad oparty na alokacji ograniczonych zasobow sieciowych
jest tylko jednym z mozliwych zastosowan opisanych w pracy modeli. Problemy decyzyjne
gdzie wystepuje zazwyczaj problem sprawiedliwosci mozna spotka¢ w innych dziedzinach

zycia i gospodarki takich jak:

e rozklad przestrzenny punktéw obstugi,

e dystrybucja dobr,

e ruch lotniczy i kolejowy,

e podejmowanie decyzji rozdziale zasobow w przedsigbiorstwie,
e projekty maszyn,

e architektura,

e medycyna,

e transport,

e inne.

W kazdym z tych obszaré6w moze pojawi¢ si¢ problem optymalizacji sprawiedliwe;.
Przestrzenne rozmieszczenie instytucji pozytku publicznego jest problemem, w ktorym to
wlasnie kryterium sprawiedliwo$ci jest najwazniejsze. W transporcie lotniczym problemem
z tym zwigzanym jest udzielaniem zezwolen na dostgp do przestrzeni powietrznej podczas
ladowania lub startu samolotéw. Problem staje si¢ bardziej skomplikowany, gdy niektore linie
lotnicze chca by¢ traktowane w specjalny sposob, ptacac dodatkowe optaty za korzystanie
z ustug portu lotniczego. Podobne zjawisko wystepuje w zarzadzaniu ruchem kolejowym,
gdzie na danej linii kolejowej dopuszcza si¢ ograniczong liczbe pociggéow. Innym przyktadem
jest przypadek organizacji, w ktérych menadzer musi podejmowac decyzje dotyczace
sprawiedliwego podzialu ograniczonych zasobow dla kazdego dzialu lub pracownikow, na
przyktad premii. Podczas projektowania wielu urzadzen, maszyn, pojazdéow, budynkow itp.
pojawia si¢ problem pomi¢dzy maksymalizacjg kosztow produkcji, a jakoscig wykonania przy
zadanej statej wartosci sprzedazy. W medycynie przyktady moga by¢ bardziej rozbudowane.
Przykladem jest problem dystrybucji ograniczonych zasobdéw lekéw pomiedzy pacjentow.
Wiele zadan optymalizacyjnych istnieje roéwniez w galezi gospodarki transportowe;.
W logistyce, w kazdym rodzaju transportu, stale pojawiajg si¢ nowe problemy do rozwigzania,

rowniez z wykorzystaniem technik optymalizacji sprawiedliwej. Problemy decyzyjne zwigzane
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z alokacja zasobow ograniczonych sg wigc obecne na co dzien w wielu branzach i1 gateziach

gospodarki. Do wcze$niej wymienionych mozemy doda¢ réwniez inne przyktady takie jak:

e rozdziat dotacji dla 0so6b ubiegajacych si¢ o wsparcie,

e rozmieszczenie stacji nadawczych tak aby kazdy uzytkownik mial dostep do sygnatlu na
okreslonym poziomie jako$ci,

e rozmieszczenie patroli interwencyjnych stuzb mundurowych (policja, straz pozarna,
karetka, itp) tak aby jak najszybciej byli w stanie przeprowadzi¢ interwencje,

e rozdzial pasma transmisji danych w sieciach telekomunikacyjnych.

Wsrod tej ostatniej kategorii znajduje si¢ réwniez zbidr probleméw, ktére byty przedmiotem
badan opisanych w pracy. Sg to problemy alokacji obcigzenia na zadanych zapotrzebowaniach
w sieci. Wszedzie tam gdzie pojawia si¢ kilka czynnikéw, ktére sa brane pod uwage
réwnoczesnie podczas podejmowania decyzji wystgpuje problem decyzyjny wielokryterialny.
Zazwyczaj podjecie decyzji najlepszej z punktu widzenia jednego kryterium wpltywa
negatywnie na inne czynniki. Rozpatrzmy przypadek sieci telekomunikacyjnej, ktoéra jest
zbudowana z we¢zlow oraz polaczen miedzy nimi. Zapotrzebowaniem bedzie w tym przypadku
potrzeba zestawienia polgczenia migdzy zadanymi wezlami sieci o jak najwigkszej
przepustowosci. Przepustowos¢ wptywa na jakos¢ i predkos¢ potaczenia. Przydziat zasobow
sieciowych jednemu zapotrzebowaniu wptywa na inne ograniczajac dostepng przepustowosé
na wspoldzielonych laczach sieci. Dobrym przykladem jest serwis internetowy, ktory
udostgpnia tre$ci multimedialne takie jak filmy. Lokalizacja, w ktorej on si¢ znajduje, bedzie
weztem poczatkowym zapotrzebowania, a weztem docelowym bedzie klient, ktory tg tres¢
scigga do siebie. Potaczenie miedzy weztami zazwyczaj nie jest bezposrednie. Najczesciej
sktada si¢ ono z kilku weztéw posredniczacych czyli réwniez kilku taczy posredniczacych.
W najprostszym przypadku, kiedy mamy do obstuzenia tylko jedno zapotrzebowanie,
najlepszym rozwigzaniem bedzie zapewnienie przepustowosci polaczenia tak wysokiej jak
tacze posiadajgce najmniejszg przepustowosC. Problem si¢ komplikuje, kiedy do obstugi jest
kilka zapotrzebowan, ktoére dodatkowo wspotdzielg wybrane tacza. Moze w takim przypadku
doj$¢ do blokowania niektorych zapotrzebowan. Opisane w rozprawie prace prace badawcze
maja na celu wsparcie decyzji w przypadku takich problemdéw, przy wykorzystaniu
algorytméw  optymalizacyjnych pozwalajagcych na uzyskanie odpowiedzi w czasie
rzeczywistym. Prace badawcze, w ramach ktorych powstato oprogramowanie wspierajace

procesy decyzyjne sg obecnie kontynuowane i rozwijane. Na co dzien czesto nie doceniamy
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tego typu usprawnien lecz wdrozenie tego typu algorytmow gwarantuje poprawne

funkcjonowanie wielu systemow, ktore pozwalaja na przeptyw informacji.

Prace zwigzane zbudowa algorytméw heurystycznych sga innym sposobem na
rozwigzywanie problemoéw, tam gdzie optymalizacja liniowa nie wystarcza. W pracy
przedstawiono podejscie alternatywne do probleméw zwigzanych z wyszukiwaniem
najkrotszej Sciezki. Jest to obszar, gdzie modele liniowe nie zawsze dadza akceptowalny
rezultat dla przypadkéw sieci bardzo rozbudowanych, gdzie dodatkowo moze wystapic¢
problem niespojnosci sieci. W pracy zaproponowano kilka alternatyw na rozwigzanie zadania
opartego na danych rzeczywistych. Jako efekt badan w pracy opisano rezultaty, jakie sa
mozliwe do wdrozenia dla podobnych probleméw decyzyjnych nie tylko w przypadkach sieci

telekomunikacyjnych, ale rowniez w problemach zwigzanych a logistyka, transportem.
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7 Spis pojec 1 oznaczen uzytych w pracy

Oznaczenie Opis
RZO Rozdziat Zasobow Ograniczonych
zbior weztow, gdzie n; — i-ty wezet sieci
L zbior tukow, gdzie /; — i-ty tuk sieci
R zbidr wartosci przychodow jednostkowych z rezerwacji przepustowos$ci na
d-tym zapotrzebowaniu
D zbior zapotrzebowan na obcigzenie miedzy parg weztow
C zbiér pojemnosci tukow sieci, gdzie ¢; — pojemnos$¢ /-tego tuku
S zbior zrodet przyporzadkowanych do d-tego zapotrzebowania
T zbior ujs¢ przyporzadkowanych do d-tego zapotrzebowania
p zbior Sciezek umozliwiajacych alokacje zapotrzebowania,
wykorzystywany w notacji luk-$ciezka
u, oznacza dolaczenie /-tego tuku do tworzonej sieci oraz posiada wartosci
logiczne (1 jezeli tuk jest wykorzystywany w sieci, 0 w przeciwnym
przypadku)
v oznacza koszt wykorzystania /-tego tuku
Vi oznacza wykorzystanie /-tego tuku wsieci oraz przyjmuje wartosci
logiczne (1 jezeli tuk jest wykorzystywany w sieci, 0 w przeciwnym
przypadku)
X Zmienna decyzyjna (np. x;,- obcigzenie tuku nalezgcego do Sciezki)
f(x) Warto$¢ funkeji kryterium dla wektora alokacji zmiennych decyzyjnych
0 zbior okreslajacy petng przestrzen decyzyjng (no. Zbior mozliwych
alokacji)
fi(x) i-ta wartos$¢ funkcji kryterium, pozwalajaca na zwrdcenie miary jakosci
decyzji
f(x) wektor funkcji kryterium
X przestrzen decyzyjna (dziedzina mozliwych alokacji)
Y przestrzen miar (zbior warto$ci funkcji kryterium)
X wektor alokacji
X14 warto$¢ przydziatu dla /-tego tuku zwigzanego z d-tym

zapotrzebowaniem
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y wektor kolejnych wartosci kryterium / miary jakos$ci dla alokacji lub
wektora alokacji
Vi i-ta warto$¢ funkcji kryterium dla alokacji badz wektora alokacji
RGM Model ilorazowy przyjmujacy wspotczynnik Giniego jako miarg
nierownosci
RBMIN Model ilorazowy przyjmujacy srednig z f — procent wartosci najbardziej
dyskryminowanych jako miar¢ rownosci (wariant minimalizacji)
RBMAX Model ilorazowy przyjmujacy srednig z § — procent wartosci najbardziej
dyskryminowanych jako miar¢ réwnos$ci (wariant maksymalizacji)
RPM Metoda Punktu Odniesienia
OWA Metoda Uporzadkowanych Srednich Wazonych
EffMAX Metoda jednokryterialna optymalizujaca wydajnos$¢ systemu bez wzgledu
na sprawiedliwos¢
POF Koszt sprawiedliwosci
Anax (YY) Maksymalna réznica bezwzgledna
A(y) Srednia réznica bezwzgledna
Omax(¥) Maksymalne odchylenie bezwzgledne
6(y) Srednie odchylenie bezwzgledne
o?(y) Wariancja / kwadrat odchylenia standardowego
5_(y) Srednie semi-odchylenie dolne
5. (y) Srednie semi -odchylenie gorne
o_(y) Semi-odchylenie standardowe dolne
o, (y) Semi-odchylenie standardowe gorne
A4_(y) Maksymalne odchylenie dolne
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4,(y) Maksymalne odchylenie gorne
G(y) Wspotczynnik Giniego
J(y) Wspotczynnik Jaina
F(y) Wspotczynnik Hossfelda
As(y) Srednia k-najwiekszych (lub najmniejszych) potodchylen
F}(I‘l) (B) Funkcja kwantylowa liczona dla 8 — procentu wartosci
Fy(d) Dystrybuanta warto$ci
lexMAX Model maksymalizacji leksykograficznej
MAXMIN Model maksyminimalizacji max-min
PF Model sprawiedliwos$ci proporcjonalnej (ang. proportional fairness)
NL Sformulowanie zadania na potgczenie wierzchotkéw w sieci wedtug
podejscia wierzcholek-tuk (ang. node-link)
anl parametr o warto$ci binarnej przyjmujacy warto$¢ 1 w przypadku, gdy /-
ty tuk wychodzi z n-tego wezta oraz 0 w przeciwnym przypadku
b parametr o wartosci binarnej przyjmujacy wartos¢ 1 w przypadku, gdy /-
ty tuk wchodzi do n-tego wezta oraz z 0 w przeciwnym przypadku
LP Sformulowanie zadania na polgczenie wierzchotkow w sieci wedtug
podejscia tuk-§ciezka (ang. link-path)
Sip Macierz incydencji tukéw oraz $ciezek okreslajaca przynalezno$¢ /-tego
tuku do p-tej $ciezki
Op1 zawierajace] wartosci logiczne okreslajace, czy /-te facze nalezy do p-tej
sciezki
Ppa Macierz zawierajaca wartosci logiczne okreslajace, czy p-ta Sciezka
moze by¢ uzyta do obstugi d-tego zadania.
CPD Centrum Przetwarzania Danych
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